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७ राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, 980 


सर्वाधिकार सुरक्षित 


(2 प्रकाशक की पूर्ष अनुमति के बिना इस प्रकाशन के किसी भाग को छापना तथा इलेक्ट्रॉनिकी, मशीनी, फेोटोप्रतिलिपि, रिकार्डिंग 
अथवा किम्ती अन्य विधि मे पुनः प्रयोग पद्धति द्वाग उसकी संग्रहण अथव। प्रसाएण वर्नित है| 


(0. इस पुल्तक की बिक्री इस शर्त के साथ की गई है कि प्रकाशक की पूर्व अनुमति के बिना यह पुस्तक अपने मूल आवरण अथवा जिल्‍्द 
के अलावा किसी अन्य प्रकार से व्यापार द्वार उधारी पा,पुर्नर्विक्रय, या किशए पर न दी जाएगी, न बेची जाए॥ी। 

() इस प्रकाशन का सही मूत्य इस पृष्ठ पर मुद्रित है । रबड़ की मुहर अथवा चिपकाई गई पर्ची (स्टिकर) या किसी अन्य विधि द्वारा अंकित 
कोई भी संशोधित मूल्य गलत है तथा मान्य नहीं होगा। 





' मूल्य (5.45 


प्रकाशन विभाग में सचिव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌,श्रीं अरविंद मार्ग, 
. नई दिल्‍ली 00।6 द्वारा-्र्काशित तथा मधु प्रिंटर्स, 8-62/4, नारायणा इण्डस्ट्रियल एरिया, 


फेज ॥ तई दिल्‍ली 0028 में मुद्रित। 


आ्रावकथत 


यह (स्तक “मिडिल स्कूलों के लिए यणित” पुस्तकमाला के अंतर्गत पुस्तक गा] का 
भाग वा है। इस पुस्तक की विचारधारा भर शैली वही है जो पुस्तक ॥, ता ठया त के 
'झाग में अपनाई गई थी । इसमें वास्तविक जीवन की स्थितियों को भूर्त रूप करने में 
सहुजज्ञान और पर्मवेक्षण के प्रयोग पर बल दिया गया'है तथा गणित को एक सरल और 
सुन्दर ढंग से प्रस्तुत किया गया है। 


इस पुस्तक का प्रथम प्रारूप कुरुक्षेद्र विश्वविद्यालय के गणित विभाग के (अक्काश . 
प्राप्त) वरिष्ठ प्रोफेसर और अध्यक्ष प्रो० एस० डी० चोपड़ा तथा विज्ञान एवं गणित शिक्षा. 
विभाग के डा० के० सी० मदान द्वारा तैयार किया गया। फिर इस प्रारूप का राज्य 
विज्ञान शिक्षा संस्थान, उदयपुर में आयोजित एक कार्यशिविर में गणित शिक्षकों और 
विषय-विश्ेषशञों के एक समूह द्वारा समीक्षात्मक विवेचन किया भया । उनके सुझावों और 
टिप्पणियों के आधार पर पुस्तक का अंतिस लेखन ओर विषय-संपादन, का कार्य विज्ञान 
एवं गणित शिक्षा विभाग के डा० आर० पी७ गुप्ता और श्री *महेद्र शंकर द्वारा किया 
गया । इसी विभाग के श्री आर० एस० कोठारी भोर डा० भांत्मा राम साहू का विशेषत' 
नाम लेना आवश्यक है जिन्होंने संपादक ग्रणों की बहुविधियों से सहायता की भोर अमृल्य 
सुझाव दिए । उत्तर विज्ञान एवं गणित्‌ शिक्षा विभाग के डा० एस० के० घिह गौतम द्वारा 
प्रदात किए गए । हिल्दों संस्करण का दिघय-संपादन डा० के० सी० मदान बोर श्री महेत् 
शंकर द्वारा किया गया । इस पुस्तक को इतने अल््पसमय में तैयांर करने में मैं इनमें से 
प्रत्येक के प्रति उपकी लगन और परिश्रम के लिए आभारी हूँ । 


परिषद्‌ ने शिक्षकों ओर विद्यार्थियों से प्राप्त सम्रालोचनाओं के आधार पर सदैव 
अपनी शैक्षिक सामग्री में सुधार करने का प्रयस्त किया है। हम अगले संस्करण में संभव 
सुधार हेतु उनकी प्रतिक्रियाओं का कृतश्ञता से स्वागत करेंगे । 


ह शिब के० मित्र 
नई दिल्ती निदेशक 


म्रितम्बर 979 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसधांन और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


प्रस्तावना 


“प्रिडिल स्कूलों के लिए गणित” पुस्तकमाला की पुस्तक | का भाग ]| शिक्षकों 
और विद्याधियों के समक्ष प्रस्तुत करते हुए हमें अति प्रसन्‍नता है। इससे मिडिल कक्षाओं 
के लिए गणित की पुस्तकमाला संपूर्ण होती है। इसमें जो कुछ दिया गया है वह सामान्यता 
ज्यामिती, सांख्यिकी और व्यावसायिक गणित विषय शीषधेकों के अंतर्गत पढ़ाया जाता है। 
जैसा कि इस पुस्तकमाला की पहली पुस्तकों के उपयोगकर्ताबों से प्राप्त समालोचनाओं 
से स्पष्ट है कि ये पुस्तकें समुचित रूप से पसन्द की गई हैं। इस पुस्तक की विचारधारा और 
लेखन झैली भी पहली पुस्तकों जैसी ही है । 

इस पुस्तक का प्रथम प्रारूप कुरूक्षेत्र विश्वविद्यालय के गणित विभाग के (अवकाश 
प्राप्त) वरिष्ठ प्रोफेसर और अध्यक्ष प्रो० एस० डी० चोपड़ा और विज्ञान एवं गशित पफ़िक्षा 
विभाग के डां० कैं० सी मदान द्वारा तैयार किया गया । जैसे ही लेखकों से यह प्रारूप 
प्राप्त हुआ इसके विषय-संपादन का उत्तरदायित्व हमें सौंपा गया । फिर हमने बह सोचा 
कि यदि हम संपादन से पूर्व अध्यापक वर्ग से परामर्श न करें तो यह अनुचित होगा क्योंकि 

. अध्यापक ही कक्षा की स्थितियों तथा अपने विद्याधियों की योग्यता से सर्वाधिक परिचित 
होता है । अतः इस प्रारूप की समीक्षा करने हेतु राज्य विज्ञान ज्िक्षा संस्थात, उदयपुर 
में एक कार्य शिविर आयोजित किया गया। इसमें शिक्षकों और विषय-विशेषज्नों ने भाग लिया | 
अंत में उनके सुझावों ओर टिप्पणियों के आधार पर हमने पुस्तक का विवय-संपादन किया । 
इसमें हमें बिज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के श्री आर० एस० कोठारी और डा* ए०आर० 

. साहू की बहुविधियों से अमूल्य सहायता प्राप्त हुई । उत्तर इसी विभाग के डा० एस० के० 
सिंह गौतम द्वारा प्रदान किए गए । इस कार्य भें हम कहाँ तक सफल हुए, यह इस पुस्तक 
के उपयोगकर्साओं द्वारा ह्वी आँका जा सकता है। 

हम इस पुस्तक की कुछ विशेषताओं के विषय में बताना चाहेंगे जो कि इस पुस्तक 
माला की पहली पुस्तकों में भी विद्यमान थों ओर वे नीचे दी जा रही हैं । 

()) पुस्तक की भाषा सरल है जो कि 3+ आयु वर्ग के बच्चों द्वारा सरलता से 
समझी जा सकती है। 

(#) अधिकतर एककों से पहले एक पुनरावलोकन अनुच्छेद दिया भ्रया है बाकि 
विद्यार्थी नई संकल्पनाओं को सौखने से पहले संमुचित रूप से तेयार हो सके । 


श 


(॥)) किसी संकत्पना को परिचय देते से पूर्व विद्याधियों को अभिप्रेरित करने के लिए 
समुचित उदाहरण दिए गए हैं । 

((९) जहाँ तक हो सका है अनावश्यक शब्दावली ओर लिपिचिन्हों को छोड़ दिया 
गया हैं। 

(४) विभिल स्थानों पर किसी कथन के पश्चात "क्यों ?” लगा दिया गया है ताकि 
विद्यार्थी ऐसा कथत देते के कारण ज्ञात करने का प्रयत्न कर सके । 

(५) प्रत्येक एकंक में विविध प्रकार के प्रश्न दिए गए हैं और जहाँ तक हो सका है प्रश्न 
वास्तविक जीवन की स्थितियों से लिए गए हैं । 
(५॥) परी पुस्तक में कक्षा के लिए क्रिया-कलापों के सुझाव दिए गए हैं। 
(७॥) किन प्रश्तों को तारांकित किया गया है। 
(0) कठित अनुच्छेदों को भी तारांकित किया गया है और इन्हें प्रथम अध्ययन में छोड़ा 
जा सकता है। 

(४) पुस्तक के प्रत्येक एकक के आरम्भ में दिया गया है कि इसमें हम क्‍या सीखेंगे 
ओर प्रत्येक एक के अंत में मुख्य संकल्पनाओं की सूचो दी गई है ताकि विद्यार्थी 
तुरंत पह याद कर सकें कि अमुक एकक में उन्होंने क्या पढ़ा है । 

गणित को सीखते की कुछ 'अच्छी' आदतें पुस्तक [ और ][ की प्रस्तावनाओं में 

दो गई हैं। विद्यार्थियों को चाहिए कि वे उन्हें फिर से पढ़े लें । 

यद्यपि यह पुस्तक शिक्षकों एवं विषय-विशेषज्ञों से परामश कर के लिखी गई है 

फिर भी हम समझते हैं कि इसमें और भी सुधार हो सकते हैं। पुस्तक के अगले संस्करण 


में सुधार हेतु दिए गए सुझावों को पुस्तक के उपयोगकर्त्ताओं पे प्राप्त करके हमें 
प्रसनता होगी । । 


मितम्शर 979 सम्पादक गण 


. 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्नलिखित व्यक्तियों की आभारी 
है जिन्होंने मार्च 979 में राज्य विज्ञान शिक्षा संस्थान, उदयपुर में आयोजित एक कार्य 
शिविर में इस गाठ्यपुस्तक की मल सामग्री की समीक्षा की : 


श्रो ओ० पी० अग्रवाल 
मेयो कालेज 
अजमेर 


» डा० के० एल० आये 


क्षेत्रीय शिक्षा महाविद्यालय 
अजमेर 


श्री देवेन्द्र भटतागर 


राज्य विज्ञान शिक्षा संस्थान 
उदयपुर 


. श्री लाल सिंह भटनागर 


राजकीय उच्च प्राथमिक विद्यालय 
भटियानी चोहडा 
उदयपुर 


. श्री मोहन लाल दशोटर 


राजकीय उच्च प्राथमिक विद्यालय 
राव जी का हुंड्रा 
उदयपुर 


» त्रौ० एम० सी» गुप्ता 


डी० ए० वी० हायर सैकेन्डरी स्कूल 
चित्नगुप्त रोड 
नई दिल्‍ली 


45 


8, 


2. 


डा० आर० पी» गुप्ता 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद 

नई दिल्‍ली 


, श्री बी० एल० ज॑न 


राजकीय उच्च प्राथमिक विद्यालय 
बिलोचिस्तान कालोनी 
उदयपुर 


, श्री बी० डी० भदान 


राजकोय बाल उच्चतर 
माध्यमिक विद्यालय 
झज्जर (हरियाणा) 


, डा» के० सी० मदान 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान - भर 
प्रशिक्षण परिषद्‌, 

नई दिल्‍ली 

श्री जे० पी० पाँडे 

राज्य विज्ञान शिक्षा संस्थान 
उदयपुर 

श्री भेंवर लाल पाणेरी 

राजकीय उच्च प्राथमिक विद्यालय 
भूपाल पुरा 

उदयपुर 


. डा» सूर्य प्रकाश 


#-98, अशोक विहार 
फेज ॥] 
द्रिल्ली 


- डा० आत्मा राम साहू 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान 
और प्रशिक्षण परिषद 
नई दिल्‍ली 


- श्री एस० के० शर्मा 


आलोक भारती हायर सेकेन्डरी सकल 
खरेजी खास 
द्ल्ल्ती 


. श्री बलबीर सिंह 


राजपूताना रायफल्ज 
हीरोज मेमोरियल 
हायर सैकेन्डरी स्कूल 
दिल्‍ली कैंट 


शा 


« श्री के० एल० सिंघल 


जैन हायर सैकेन्डरी स्कूल 


' शाहदरा 


हे 


दिल्ली 


, - श्री. हरिः नारायण त्विपाठी 


राजकीय उच्च प्राथमिंकः विद्यालय 
गणेश गाटी 


. उदयपुर 


, श्री पी० के० व्यवहारे 


मदर्ज़ इन्टरनेशनल स्कूल 
श्री अरविद मार्गे 
नई दिंल्‍ली 
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पस्तक में प्रयुक्त गणित के संकेत 


योग 

व्यवकलन 

गुणन: 

के समान है 

के समान जहीं है 

से छोटा है 

सेबड़ा है. - 

का पनात्मक बर्गमूल 


गर्बाँ मूल 
प्रतिशत 


त्िभुन 


. कोण 


के समतर है 

पर लम्ध है 

के सर्वांगसम है 

के समरुप है 

के संगत है 

अवर्गकृत आँकड़ों का भाष्य 
बारंबारता - 


एकक शा 
ब्रिभुजों की सर्वांगसमता 


इस एकक में हम जिभुज़ों की सर्वांगससता के विष में कुछ ओर सीधे गे । 


8. पूुनरावलोकत 

आहँतियों की सर्वांगसमता के विषय में आप पहले ही जानते हैं। भपनो 
पिछली कक्षाओं से आपको निम्नलिखित संकल्पनाओं का पुनरावलोकन करना, 
चाहिए : 

त्रिभुज । 

त्विभुज के अवयव। 

व्विभजों को सर्वांगसमता । 

विशेष रूप से, आपको सर्वांगसमता के निम्नलिखित नियमों को दोहरोना 
चाहिए 

!. दो लिभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक त्रिभुज की तीनों भुजाएं दूसरे... 
'लिभुज को तदनुरूपों तीनों भुजाओं के समान हों। (555 सर्वांगसंमता नियम) - 


2, दो तिभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक लिभुज को दो भुजाएँ तथा 
बीच का कोण दूसरे विभुज की क्रमेशः रो भूजाओं तथा बीच के कोण के समान 
हों। (588 सर्वांगसमता नियम) 
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3.'दो बिभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक लिभुज के दो कोण तथा बीच 
की भुजा वूसर त्रिभुज के क्रमशः दो कोणों तथा बीच की भुजा के समान हों। 
(3.54 सर्वागसमता नियम) 


4. दो समकोण ल्िभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक लिभुज का कर्ण तथा 
एक भुजा क्रमशः दूसर तिभुज के कर्ण तथा एक भुजा के समान हों (रन5 
सर्वांगससमता नियम) 

टिप्पणी : क्योंकि एक त्रिभुज के तीनों कोणों का योग सदैव 80? होता 
है, अतः 852 सर्वागसमता नियम से यह निष्कर्ष निकलता है कि दो त्िंभूज 


सर्वांगसम होंगे यदि एक त्रिभुज के दो कोण तथा एक भुजा क्रमशः दूसरे त्िभुज 
के दो कोणों तथा तदनुरूपी भुजा के समान हों । (8/5 सर्वांगसमता नियम) 


8.2 कितनो विधियों से वो लिभुज सर्वांगसस हो सकते हैं ? 


आइए पतले गत्ते के दो सर्वांगसम (असम्ान भुजाओं वाले) त्विभुजों / 8९ 
और ॥)77 की रचना करें जैसा कि आकृति 8.] में दिखाया गया है। अब हम 
: क्रिभुज 0087 को उठाकर त्रिभुज 880 पर इस प्रकार रखने का प्रयत्न करते 


हैंकि वह त्िभुज 8४8९ को प्रो तरह से ढक ले । 


] ह॒ फि 


ह आहति है- 
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हम ऐसा कितनी विधियों से कर (०) 
सकते हैं ? स्पष्ट रूप से एक विधि यह है 
कि हम 9 को ४ पर, 7? को छे पर और 
# को ८: पर रखें जैसा कि आकृति 8.2 में 
दिखाया गया है । 


क्या ऐसा करने की कोई और विधि 
भी है ? आइए प्रयत्न करें । यदि हम 08८: 
को 705 द्वारा पूरी तरह से ढकना चाहते ०१६६) ८॥ 
हैं तो स्पष्टतया हमें ऐसा करना होगा कि भाकृति 0-2 ह 
77% की भुजाएँ क्रमशः 4४९ की समान हक पर गिरे (पडें)। इस प्रकार 
उदाहरणतया 5, 8 पर और ४, / पर नहीं गिर सकता, क्योंकि 07% 84 है। 
इसके उपरान्त आइए 5 को ९! पर और 
& को 8 पर गिराने का प्रयत्न करें| ऐसा 
करना सम्भव होना चाहिए क्योंकि ४ -« 
80 है। हम त्रिभुज 79% को उलट कर 
और फिर इसे 88९: पर रखकर ऐसा कर 
सकते हैं ताकि 5, ८: पर और +$, ऊ पर 
गिरे। परन्तु 7) का क्या होगा ? क्‍या यह ह 
& पर गिरेगा ? नहीं। हमें ऐसी स्थिति 8(£) ०0(६). 
प्राप्त होगी जैसी कि आकृृति 8.3 में दिखाई आकृति 8.3 छः 
गई है। त्रिभुज 7087 त्रिभुनज 48८ को पूरी तरह से नहीं ढक सकता । हम 
ऐसा कह सकते हैं कि त्रिभुज &8९ त्रिभुज ॥)7ए के सर्वांगसम नहीं है। ' 


9 


हम अन्य सम्भावनाओं के लिए प्रयत्न कर सकते हैं। उदाहरणतया,' हम 
छ को & पर और 9) को 9 पर रख सकते हैं। हम देखेंगे कि £, (: पर 
नहीं गिरता । । 


हम देखते हैं कि ऐसो एक ही विधि है जिससे त्िभुज 7)87 को त्िभज | 
& 8८ पर इस प्रकार रखा जा सके कि यह 80 को पूरी तरह से ढक ले और 
वह विधि यह है कि /0, / पर; 7, छ पर और 7, ८ पर गिरता है। हम इस 
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तथ्य को अन्य प्रकार से कह सकते हैं । लिधुज 480 और ए।फ केवल एक . 
. विधि से ही सर्वांगसम हैं जिसमें ४, 7) के; छे, ॥ के और (, #' के संगत 
(००त९क्णा0) हैं । इस संगति (८००72890702708) को प्राय: संकेतन द्वारा 
निम्न रूप से दिखाया जाता है: ह 
ह 28++> ; 
छ«»+2. अथवा केवल ७8(:०708 
(नि * + ह 
आकृति 8.] में त्रिभुज &80 (अथवा -त्रिभुज /0£7) की सभी भृजाएँ 
: असमान लम्बाइयों की हैं । यदि तिभुज की दो अथवा तीनों भुजाएँ समान हों तो 
क्‍या होगा ? ह ह का 
अब आइए दो सर्वांगसम समद्विबाहु त्रिभुजों &8(:. और एछाट? की 
रचना करें ताकि #85"/8(0- 7०08७ 707 <-4 सें० मी० (मान लीजिए) 


6. & ' 0 


( ट्ट £ 
ह | आऊृत्ति 8.4 | 


तथा 80:६४? --३ सें० मी० (मान लीजिए) हो। (देखिए आक्ृति 8.4) 
आइए- अब. तिभूज 7059 को त्िभूज 580 पर इस प्रकार रखें कि 7, छे पर 
और 5, ( पर गिरता है । 70 का क्‍या होता है ? हम देखते हैं कि 79, ४ पर 
गिरता है। क्या त्रिभुज 77% तिभुज 880 को पूरी तरह से ढक लेता है ? 
हाँ । अतः हम देखते हैं कि त्रिभुज 880: और ॥)87 न केवल तभी सर्वागसम 


तिभुजों की सर्वांगसमता गज 65 
#(0) क #(0) 








8(६१' (7) 80) ०(६) 
() : ५) 
आह्ृति 8.5 | 

हैंजब शीर्ष # और 9, 5 और 5 तथा (५: और कर परस्पर संगत हैं, अपितु 
, तब भी सर्वांगसम हैं जब्र शीर्ष & और 2, 8 और # तथा ८ और 8 परस्पर 
संगत हैं। (देखिए आकृति 8.5) 

हम इस प्रयोग को दोहरा सकते हैं जब (4) 0, 8 पर गिरता है तथा 
(7) जब 70, 2 पर गिरता है। हम दोनों स्थितियों (7) और (7) में देखते हैं 
कि दोनों त्रिभुज सर्वांगसम नहीं हैं 

हम इस प्रयोग को सर्वागसम समद्विबाहु विभुजों के अन्य जोड़े लेकर भी 
दोहरा सकते हैं। प्रत्येक अवस्था में हम देखते हैं कि प्रत्येक जोड़ा दो विधियों 
से सर्वांगसम है | इस प्रकार, दो सर्वांससम. संमहिबाहु तिशुज दो विधियों से - 
सर्वागसम होते हैं । 

2 9 
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आइए अब पतले गेत्ते के दो सर्वांगसम समबाहु त्िभुजों &8(: और 
9859 की रचता करें। (देखिए आकृति 8.6) 

हम त्रिभुज 7)% को त्रिभूज »8( पर कितनी विधियों से रख सकते 
हैं ताकि यह 880 को पूरी तरह सें ढक ले ? बार-बार प्रयत्त करने पर हम 
देखेंगे कि हम ऐसा छेः भिन्‍न विधियों से कर सकते हैं। ये विधियाँ आकृति 38.7 
में दिखाई गई हैं।.... । 


४00. . #(०) 





(६ 
() ् ० (॥) ;॒ ) 


4६) रा ..  /(६) 


हे ८(ण) ० 
(आ) (४) 
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(7) और (5) 





8(0): ०८(६) . 8(४) 0(०) 
(५) पी ह 
आकृति है... 

क्या आकृति 8.7 से किसी ऐसी विधि का संकेत मिलता हैं हिससे हम 
बार-बार प्रयत्न किए बिना इन छः सम्भावनाओं पर पहुँच सके ? इस प्रकार 
दो सर्वांगसम समबाहु लिभुज छः भिन्‍न विधियों से सर्वागसम हो सकते हैं। 

उपरोक्त प्रयोगों से, हम देखते हैं कि जब हम कहते हैं कि दो त्रिभुज 
सर्वांगसम हैं तो हमें मह भी कहना चाहिए कि त्रिभुज के शीर्ष किस प्रकार संगत 
हैं। ऐसा प्रायः दोनों त्रिभुजों के नाम इस प्रकारं से देकर किया जाता है कि 
एक त्रिभुज का पहला, दूसरा और तीसरा शीषे क्रमद: दूसरे तिभूज के पहले, 
दूसरे और तीसरे शीर्ष के संगत होता है । ह 
8.3 एक तिभुज की स्वयं से सर्वांगसमता 

प्रत्येक त्रिभुज को स्वयं से सर्वांगसम समझा 
जा सकता है, अर्थात्‌ जब प्रत्येक शीर्ष को स्वयं का 
संगत समझा जाए। इस भ्रकार की सर्वांगसमता में 
हमारी रुचि नहीं है। परन्तु. समद्विबाहु और समबाहु 
तिभुज एक भिन्‍न रूप में स्वयं से सर्वांगसम हो सफते 
हैं, जो कुछ रुचिपूर्ण है। आइए एक समदह्विवाहु तिभुज 
7050 पर विचार करें जिसमें 48-40 है। 
(देखिए आकृति 8.8) 
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आइए अब ब्िभुजों 880: और 88 को लें । क्या निम्वलिखित सत्य हैं ? 
80-८9 (क्यों ?) 
(४-४४ (क्यों ?) 
2355/४ (क्यों ?) 
इस प्रकार, त्रिभुज 830 ओर (८8, 595 स्वोगसमता नियम द्वारा 
(र्वागिसम हैं। अतः उनके तदनुरूपो कोष समात हैं। अब तिभुज ४80 का 
3 विभुज 808 के /८ के तदनुरूपी हैं। अतः, 
८857 / (: 


दूसरे शब्दों में, एक समद्रिबाहु लिभुज में, समान भुजाओं के सम्मुख कोण 
? पान होते हैं। क्या इस गुण के विषय में आपसे कक्षा शा में पढ़ा था ? हाँ । 


प्रशनावलो 8,/ 


4. आकृति 8.9 में त्रिभुजों के 9 जोड़े दिए गए हैं जिनमें समान अवयवों 
को एक ही तरह से अंकित किया गया है। प्रत्येक जोड़े के लिए 
यह निर्णय कोजिए कि क्‍या दी गई सूचना दो त्विभूजों की सर्वांग- 
समता को निश्चित करने के लिए पर्याप्त है'। यदि नहीं, तो बताइए 
कि सर्वाग्तमता के लिए और किस सूचना की आवश्यकता है । 


-““अत्येक अवस्था में आप जिस सर्वांगसमता नियम का प्रयोग करते हैं 
वहू भी बताइए । 


ल्िध्षुजों की सर्वांगसमता 69 


न ली 


हे अ अप अर 
८22 ६ >> 


(5) 
गआक्षति 0.9 


आकृति 8.0 में ७80: एक समदह्विबाहु 
विभुज है जिसमें &8--.5(: है तथा &92 
उसकी एक माध्यिका है । 


() क्‍या ७४४87 -< ७ ७९८१) है ? 
(॥) हे ८ 07039 - ./ &700:--907 
? 


सकारण' उत्तर दीजिए । 


. धट | 
आाक्ृति 8,80 
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3, भांकृति 8.[ में 880 एक समद्विबाहु त्रिभुज है जिसमें 88 


80 है और 50, / 8.60 का समद्विभाजक है । 
() क्‍या ७ #80< ७५९०9 
१ 


4 


() क्या 9), 8८ का - सध्य-बिन्दु 
१ 

(४) क्‍्या./७700 --90" है ? 

सकारण उत्तर दीजिए । 





8 ०0 (ः 
आकृति 8.47 


4. भाकृति 8.[2 में 870,// 850 ० 


का समहद्विभाजक है और ?? इस 
पर कोई बिन्दु है। साथ हीः 
।ए५ | ४9 है। 
(() क्‍या 

542५० 0 62, है ? 
(9) क्‍या ?४०-श. है ? 
सकारण उत्तर दीजिए । 4 ] क् 

आकृति 8.2 





5. आकृति $.3 में 870), //8.4(! का समद्विभाजक है और 7? इस 


मै कोई बिन्दु है। साथ ही श, | 68 और शथ | 50 
| 


तिभूजों को सर्वांगसमता वा 
() क्‍या 0५०४७, ७ ठ2., . 
है? क्‍ 
(४) क्‍या, ए]५७>-- शा, है ? 
सकारण उत्तर दीजिए । 


6. आकृति 8.4 में 8 रेखा ९ के. 
"सापेक्ष & का सममित 

. (5ग्राश्टापं ०) है और ४, श पर 
कीई बिन्दु है । ह 








() क्‍या 0 ?3५० /५ एछ]श. | 
ह है? 
(0) क्‍या ९/७--ए?४ है ? 0 
सकारण उत्तर दीजिए । पा बी 
ट्री 
7. आकृति 8.5 में 08 और डे हर 
(00 एक वृत्त, जिसका केन्द्र ०9५ » हे 


है, के कोई दो व्यास हैं। & और # 
(तथा फछे और ॥) को मिलाइए । 


(१) है 53 00%» "5309 


(व) क्‍या ८. ४ 55 / 8 और 
“5८9० है ? 
(8) क्या &(->-छा0 है ? 





आकृति 8.85 


472 


8. आकृति 8.6 में 253 एक समक्विबाहु 


है 


40. 


# 


सभित 


विभुज है जिसमें 38-४९: है और ७0 
एक शीर्षलम्ब है । 

() क्‍या 8 887» /१९७ है? 
(#). क्या! 7), 80: का सध्य-बिन्दु, है. ? 
(॥) क्या: 2 80-- ८ ०४7) है! ? 





सकारण उत्तर दीजिए । 


आकृति 8-.6. 


530 और एएए दो व्रिभुज हैं। इस तथ्य से कि 


8480& / ४8709 है आप क्‍या निष्कर्ष निकाल सकते हैं ? 


आकृति 8.]7 में 0, ५8 और (९) 0 
का का भह्ए-बिल. है है निम्नलिखित हे 640 
कथ न से सत्य हैं ! ले 
() ७ 5090 हक 5800 ० ० 
() ८/8--/ 0 और २ | 
८5-८४ 


पक 
(00) /4855८४ और. / (!-- / 0) आहइृति 8.7 
(९) ह679<-*(फ. 


सकारण उत्तर दोजिए । 


कोई लिभुज 48८ खोंचिए और उसको माध्यिका (४0 को रचना 
कीजिए। क्रश: जिभुजों 800: और /४700 के शीर्षतम्ब 85 
और /४ खींचिए । क्या 82--8४ है ? सकारण उत्तर दीजिए। 
माप कर भी जाँच कीजिए | 





8898 सर्वांगससमता नियम 
९.85 सर्वांग्समता नियम 
2 $,% सर्वागसमता नियम सर्वांगससमता 


त्िभूजों की सर्वांगसमता 


एशन5 सर्वांस्समता नियम 
एक ज्रिभुूज की स्वये से 
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सुरु्य संकल्पनाएँ 









एकक [2५ 


समांतर रेखाएं ओर समरूपता 


हम रेखाखंडों के अनुपातों और तियंक रेखाओं पर समांतर रेखाओं हारा 
बनाए गए अंतः खंडों के बीच सम्बन्धों के विषय में सीखेंगे | हम तिभुजों 
की समरूपता के विषय में भी सीखेंगे। 


9.] प्तरावलोकन 


आप समांतर रेखाओं और उनके कुछ गुणों के विषय में पहले ही जानते 
हैं। अपनी पिछली कक्षाओं से आपको निम्नलिखित संकल्पनाओं / परिणामों 
का पुनरावलोकत करना चाहिए : 


समांतर रेखाएं : समांतर रेखाओं के बीच की दूरी । 
समांतर रेखांओं की तिर्यक रेखाएं । 
संगत कोण, एकांतर कोण, अंतः कोण तथा बाह्य कोण । 
यदि एक तिर्यक रेखा दो समांतर रेखाओं को काटती है, तो 
()) संगत कोण समान होते हैं 
() एकांतर कोण समान होते हैं, 
(7) तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंतः कोण संप्रक होते हैं । 
आपको संख्याओं के अनुपातों और समानुपातों को भी दोहराना चाहिए । 


समांतर रेखाएँ और समरूपता [75 


. 9.2 अनुपात और समानुपात 
हम संड्याओं के अनुपातों के विषय में पहले पढ़ चुके है । इस प्रकार, 3 
का 4 से अनुपात न । अनुपात की अल मल दि. 
4 (--9) 9": 
व्यापीकृंत रूप से, किसो संख्या 9 का ५ से अनुपात ्ब जहाँ १-0 है ।(क्यों १) 


हम चार संख्याओं के समानपात के विषय में भो सोख चके हैं । इस प्रकार 
चार संख्याएँ &, 0, ०,्प समानुपात में हैं यदि ७ का ४ से अनुपात वही है जो 


०का( से है। उदाहरणार्थ संख्याएँ ।, 2, 3, 6 समानुपात में हैं क्योंकि 
] 


करा हट है । हम यह भो कहते हैं कि संख्याएं ७, 0 संख्यांजों ०, के 
समातुयाती हैं अथवा यह क्रि संख्याएं &, 0 ओर ८, 6 एक ही अनुपात में हैं । 
क्योंकि रेखाखण्डों को .लम्बाइयाँ भो संख्याएँ होती हैं, अतः हम दो 
रेखाखण्डों के अनुपात को उनकी. लम्बाइयों के अनुपात के ,रूप में परिभाषित 
करते हैं | इस प्रकार, उदाहरणार्थ यदि &8--54.6 सें० मी०, (:0 -6.9 सें० 
मी० है तो दोनों रेखाखंडों का अनुपात निम्न है : 
03 _4.0 222.) _2 
(02 6.9 3»2.3 3३ 
यह याद रखना चाहिए कि अनुपात लेते समय सभो रेखाखंडों को एक 
ही मात्रक में मापना चाहिए। उदाहरणार्थ, &छ 54 सें० मो० और (00 -- 


2 
0 मे है 
60 मि०मी ०का अनुपात दह5ठह ! 


दो रेखाखंडों के अनुपात को उनको लम्बाइयों के अनुपात के रूप में 
परिभाषित करते के पदचात, संख्याओं के अनुपात और समानुपात की सभी 
संकल्पनाएँ रेखाखंडों के लिए भी लागू की जा सकती हैं। उदाहरणाथं, यदि 


&3:--5.6 सें० मी०, (१०0 --7 सें० मी ०, 527 --8 सें० मी० और (5-"-0 
सें० मी० है, तो 
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75 >> 2८.4 __ 4 आर ही 8 ००5 4 

को जउठ5द्ाबा हा  ठ्त छू 5 ह 

इस प्रकार है, >> _ के समान है । अतः #98, 00, 58, ठप 
(2 (रत 


समानुपात में हैं । 
विप्पणी : जब चार रेखाखंड हे, (72, ## और 0त्त समानुपात 
में हैं, तो 
है _ एफ 
त्कत्ठ्त 
वज्ञ-गुणन (७०४5 शाेधएञाए४00०7) हारा यह सम्बन्ध इस प्रकार 
लिखा जा सकता है । 
6 3/>0प्त--(7०0+ हए 
इस सम्बन्ध को साधारण ज्यामितीय भाषा में निम्न प्रकार से व्यक्त 
किया जा सकता है : 
यदि चार रेखाखंड समानुपात में हों, तो पहले और चौथे रेखाखंडों 
द्वारां बने आयत का क्षेब्रफल दूसरे ओर तीसरे रेखाखंडों द्वार! बने आयत के 
क्षेत्रफल के समान होता है। 


प्रश्तावली 9.| 


. 88८ एक ब्रिभुज है जिसमें भुजा 8(:७-6 सें० मी०, (०-5 सें० 
भी० और 68--4 सें० मी० है । इसकी भुजाओं से आप कितने अनुपात 
बना सकते हैं? इन्हें और इनके संख्यात्मक ()प70708)) मानों को 
लिखिए । 

2. निस्नलिखित रेखाखंडों के युग्मों के अनुपात बताइए : 

(6) &8--4.4 सें० मी०, 0005-55 मि० मी० 
() #&3--33 मि० सी ० + ०>90-6.6 सें० मी० 
(9) &8-2.4 मी०, (70 >20 सें० मी० 
(|ए) 8&3>5780 मि० मी०, (१०25 0.89 सी ० 

3. निम्नलिखित की किन्‍्हीं दो भुजाओं का क्‍या अनुपात है ? 
() एक समबाहु त्रिभुज 


समांतर रेखाएँ और समरूपता पा 

(0) एक वर्ग 
(7) एक समचतुर्भुज 

4, एक त्रिभुज 80 की रचना कीजिए 
और इसकी भुजाओं ४83 और की के 
मध्य-बिदुओं 702 और & को अंकित : 
कीजिए । (देखिए आक्ृति 9.]) 8 और 
[08 को मापिए और जाँच कीजिए कि 
958 का 80 से अनुपात : 2 है । 





5. एक समकोण त्रिभुज ४830 की ह 
रचना कीजिए जिसमें 80:54 सें० # 
मी०, / 3- 30? और ८(--907 
हों | (देखिए आकृति 9.2) भुजा 0९: 
और कर्ण 6४8 को मापिए। जाँच 
कीजिए कि &(:'का ४8 से अनुपात छ“ 
]:2 है। 8 ८ 
6. -&ऊ3, 00, की, ठात्र समानुपात आकृति 9.2 
में हैं। जाँच कीजिए कि (70, 68, 5प्त, ॥# भी समानुपात में हैं। 
क्या आप कोई और क्रम ज्ञात कर सकते हैं जिसमें ये चारों रेखाखंड 
समानुपात में हैं ? ; 
9.3 एक तिर्थक रंखा पर अंतः खंड 
दो समातर रेखाओं द्वारा एक तियंक 
रेखा पर काटा गया रेखाखंड दोनों रंखाओं 
हारा तिर्यक रेखा पर अंतः खंड (ग्राशश- 
९०७) कहलाता हे । उदाहरणार्थ, यदि 
8, 0 दो समांतर रेखाएँ हैं और एक तिर्यक 
रेखा 0 उन्हें फमशः बिंदुओं * और # पर 
काटती है, तो रेखाबंड 08, रेखाओं ७, 7 द्वारा आकृति 9.3 


2 
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9 पर बनाया गया अंत: खंड है । (देखिए आकृति 9.3) 

इसी प्रकार हम दो से अधिक समांतर 
रेखाओं द्वारा एक तियेक रेखा पर बनाए 
गए अतः खंडों को परिभाषित कर सकते हैं । 
उदाहरणार्थ, यदि कुछ समांतर रेखाएँ 8, 
9७, ०,...एक तियेक रेखा 9 को क्रमशः 
बिन्दुओं &, 3, (.... पर काटती हैं, तो 
ये समातर रेखाएँ 9 पर #&3, 8(...अंतः 
खंड बनाती हैं । (देखिए आकृति 9.4) 





आकृति 9,4 
9.4 किसी तिपंक रेखा पर तीन समवृरस्य समांतर रेखाओं हारा बनाए गए 
अंतः खंडों के बीच सम्बन्ध 
आइए तीन समांतर रेख़ाएँ 9, 9 और ८ इस प्रकार से खींचें कि ७ और 
० के बीच वही दूरी हो (उदाहरणार्थ .5 सें० मी०) जो & और ४ के बीच है,। 





- आकृति 2.5 
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हम इनकी रचना किस प्रकार कर सकते हैं? हम निम्नलिखित विधि 
से ऐसा कर सकते हैं : 


हम एक रेखा 7 खींचते हैं और इस पर दो रेखाखंड »8 और 80 
इस प्रकार लेते हैं कि 0 38--9९:--.5 सें० मी० हो । फिर हम बिन्दुओं 4,8 
और ( से होकर क्रमणः: तीन रेखाएँ 8, ० और ० खींचते हैं जो [9 पर लम्ब 
हैं। तब &, 9? और ० तीनों वाछित समांतर रेखाएँ हैं । (क्यों ?) (देखिए आकृति 
9.5) हम ऐसी तीन समांतर रेखाओं को समदूरस्थ (€(ुप्रांणांडआ) कहेंगे। 


तत्पश्चात्‌, आइए रेखाओं &, ० और ० की एक तिर्यक रेखा ५ खींचें जो 
उन्हें क्रशः बिन्दुओं /), ? और 7? पर काठटती है । अब आइए 708 और एफ 
को मापें । हम क्‍या देखते हैं ? हम देखते हैं कि 79285- 59 है। पुनः, आइए 
अन्य तिर्यक रेखा + खींचें जो ७, 9 और ० को क्रमशः: (5, थे और ॥ पर काटती 
है और 05] तथा मना को मापें । हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि (5पत -- 
प्ाहै। 


आइए कितनी ही तियंक रेखाएँ लेकर इस प्रयोग को बार बार दोहराएँ | 
हम क्या देखते हैं ? प्रत्येक बार हम यह देखते हैं कि तीन समांतर रेखाओं द्वारा 
तिर्यंक रेखा पर काटे गए अंतः खंड समान हैं। इस प्रकार हम देखते हैं कि . 

तीन समद्रस्थ समांतर रेखाएँ किसी तियंक रेखा पर समान अंतः 
खंड काटतो हैं । हम इस गुण को समान अंतः खंड गुण (€तष्त्कों ग्राश्चिएशुड 
एाक्‌थ9५) कहते हैं । - 

इस गुण का विलोम भी सत्य है, अर्थात्त यदि तीन समांतर रेखाएं किसी 

तियेक रेखा पर समान अंतः खंड काटती हैं, तो वे समद्रस्थ होती हैं। निस्संदेह, 

वें तब किसी अन्य तियेंक रेखा पर भी समान अंतः खंड काटती हैं । 


उपरोक्त गुणों को वास्तव में कक्षा शा में स्पष्ट किए गए अर्थ में 'सिद्ध' 


किया जा सकता है । हम तिभुजों के 8$8 सर्वागंसमता नियम का प्रयोग 
करके ऐसा कर संकते हैं । 
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9.5 तीन समांतर रेखाओं द्वारा किसी लियंफ रेखा पर काठे गए अंतः खंडों 
के बीच सम्बन्ध 

आइए तीन समांतर रेखाएँ &, 9 और ०८ इस प्रकार खींचें कि & और 
9 के बीच की दूरी 2 सें० भमी० तथा 9 और ० के बीच की दूरी 3 सें० मी० 
हो । हम इन्हें कैसे खींचेंगे ? हम इनकी रचना वैसे हो करेंगे जैसा हमने अनुच्छेद 
9.4 में किया था। अन्तर केवल यह है कि अब हम एक रखा .9 पर /9 >2 सें० 
मी० और ४८ <3 सें० मी० लेते हैं और बिन्दुओं 8, 8 और ८ से होकर 
क्रमणः तीन रेखाएँ 9, 0 और ० खींचते हैं जो छु पर लम्ब हैं। ध्यान दीजिए 
कि ? रेखाओं 9, 0 और ० की तिर्यक रेखा है । (देखिए आकृति 9.6) 





आकृति 9.6 


आंइए रैखाओं 8, 0 और ८ की एक और तिर्यक रेखा 4 खींनें जो इन्हें 
क्रमशः बिन्दुओं /0, [7 और | पर काटती है। आइए अब रेखाखंडों [07 और 
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एए को मापें और अनुपात __ को परिकलित करें। हम कया देखते हैं ? 


5 2 हि 
हुए जुट ह 

पुनः, आइए एक और तियेंक रेखा । खींचें जो ७, 0 और ८ को क्रमश: 
बिन्द्रओं 0, . और ! पर काटती है। अब आइए रेखाखंडों (तर ओर पा 


को मापें और अनुपात ना को परिकलित करें। हम देखते हैं कि यह अनुपात 
2 


भी <- है। 


जि 
हम देखते हैं कि अनुपात 


जम 


यदि हम कितनी ही दूसरी तिर्यक रंखाएँ खींचें, प्रत्यक पर बने अंतः खंडों 
को मापें और उनका अनुपात परिकलित करें, तो हम देखेंगे कि प्रत्येक अवस्था 


में यह अनुपात --- है। 


इस प्रकार हम देखते हैं कि किसी तिर्यक रेखा पर बने अंतः खंडों का 
है; 
अनुपात समान अर्थात्‌ ---- है जो कि समांतर रेखाओं के बीच की दूरियों का 


अनुपात भी है । 

हम भिन्‍न भिन्‍न दूरियों सहित समांतर रेखाओं के दूसरे समुच्चय जेकर इस - 
प्रयोग को दोहरा सकते हहैं । प्रत्येक अवस्था में हम देखेंगे कि किसी तिर्थेक रेखा 
पर बने अंतः खंडों का अनुपात समान है और यह .अनुपात उनके :बीच की 
दूरियों के अनुपात के समान है । अतः हम देखते हैं कि ः 

तीन समांतर रेखाओं द्वारा किसी तियेक रेखा पर बने अंतः खंडों का 
अनपात उन रेखाओं के बीच को द्रियों के अनपात के समान होता है | हम इस 
गुण को समानुपाती अंतः खंड गुण (कूक्ृणाणाब र/ंशएक्ता$ छाफथाह) 
कहने हैं । 

हम इस गुण पर एक दूसरी तरह से विचार कर सकते हैं। जेंसा कि हम 
ऊपर देख चुके हैं, आकृति 9.6 से ॥ 

928 _0ऊ्त 8 ह 
पड़ जमा 80६ | 
इस प्रकार, चारों. अंत: खंड ॥)2, 47 0प्त और फ्ना समानुपात में 
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: हैं, अथवा अंत: खंड 0, मा अंतः बंडों 708, 8 के समानुपाती हैं। अतः 
उपरोक्त गुण निम्न प्रकार से भी व्यक्त किया जा सकता है : 

तीन संभांतर रखाएँ किन्‍्ही दो तिर्यंक रेखाओं पर समौनुपाती अंतः खंड 
कादती हैं । 

समान अंतः खंड गुण की भाँति इस गुण को भी सिद्ध" किया जा सकता 
है। समानुपाती अंतः खंड गुण आक्ृतियों की समरूपता से सम्बन्धित सम्पूर्ण 
काये का आधार है, जो कि हम आगे चलकेर पढ़ेंगे । 

टिप्पणी : इसकी सुगमतापूर्वक जाँच की जा सकती है कि उपरोक्त दोनों 
गुण अर्थात्‌ समान अंतः खंड गुण तथा समानुपाती अंतः खंड गुण तीन से अधिक 
भममांतर रेखाओं के लिए भी सत्य हैं । 


9.6 किसी विभुज की एक भुजा के समरांतर कोई रेखा तिभूज की अन्य दो 
भुजाओं को एक ही अनुपात में काटती है 

आइए तीन समांतर रेखाएँ 2», ० और ० तथा एक तियेक रेखा 9 खींचें 
जो उन्हें क्रमशः बिन्दुओं 8, छे और (! पर काटती है। (देखिए आकृति 9.7) 
आइए 4४ से होती हुई एक अन्य तियेक रेखा 4... ०7 
4 खींचें जो ७ तथा ० को क्रमशः 70 और 
£ पर काटती है । तब 8, 0 और ० तिर्यक ० 
रेखा 9 पर अंत: खंड 38, 8८ और 
तियेक रेखा 4 पर अंतः खंड »70, 708 
काटती हैं। समानुपाती अंत: खंड गुण हमें 
क्‍या बताता हैँ ? यह हमें बताता है कि 






अति 9.7 


33 009 
कट 
हम आकृति 9.7 पर एक अन्य प्रकार से विचार कर सकते हैं। 20% 
एक त्िभुज हूँ तथा रेखा 9 आधार (४ के समांतर खींची गई है जो ॥( और 
्ज््काअअआणए७४७४///+-- कह» जज इअफडफडड:डल  ल्ंल्कक्‍अक्‍्ल्लड्ःह इह़्् #))ललज-->न०नन....... एए७शशनशणणशणणाणणशा जा अमन नल 


2७७ 


+हम अगली कक्षाओं में इसकी उपर्पत्ति सीखेंगे । 
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48 को क्रमशः 8 और !) पर काटती है | बिन्दु $ और 00 भुजाओं 8९: और 
65 को क्रमशः रेखाखंडों 65, 8(! और &0, [0£ में इस प्रकार विभाजित 
करते हैं कि न प्र फोः है । अतः, हम देखते हैं कि 
एक तिंधुज की एक भुजा के समांतर खींची थई कोई रेखा, अन्य दो 
भुजाओं को एक ही अनुपात में काटती है । 
इस गुण का बिलोम भी सत्य है, अर्थात्‌ 
यदि कोई रंखा एक विभुज की दो भुजाओं को एक ही अनुपात में काटती 
है, तो वह रेखा तीसरी भुजा के समांतर होती है । 
अगले अनुच्छेद में कुछ रचनाएँ करने में हम इन ग्रुणों का प्रयोग करेंगे । 
9.7 रखनाएँ 
9.7.] किसी रखाखंड को समान रखाखंडों में विभाजित करना 
भान लीजिए हमें !0 सें० मी० लम्बाई का एक रेखाखंड ४४3 दिया 
जाता है और हमें इसे, उदाहरणाथे, 6 समान रेखाखंडों में विभाजित करने के 
लिए कहा जाता है । (देखिए, मिडिल स्कूलों के लिए गणित, पुस्तक भाग 
, अनुच्छेद .3, पृष्ठ 7) | याद कीजिए कि रचना के विभिन्‍न चरण निम्न थे : 
चरण 4 : हम &3--0 सें० मी० खींचते हैं और एक कोण 8832 की रचना 
करते हैं । 
चरण 2 : परकार का प्रयोग करते हुए, हम 8) पर छः: बिंदु ८, 0, £, 7, 
(5 और 7४४ इस प्रकार अंकित करते हैं कि /('+-(70 --)8 -- 
छएर-70--0प्त है। 
खरण 3 : हम 3 और ॥ को मिलाते हैं | | 
चरण 4 : (5 से होकर हम 98 के समांतर एक रेखा (77 खींचते हैं। इसी 
प्रकार, £ से होकर हम एक रेखा 60) ॥ ।१8 खींचते हैं, इत्यादि जैसा 
कि आकृति 9.8 में दिखाया गया है । 
तय #।., !)/, शीप, ५०0, 07, और एछ वॉछित छः समान रेखा- 
खंड हैं । 
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आक्षति 2.5 


हम इस रचना को समान अंतः खड़ गुण द्वारा सिद्ध कर सकते हैं | (कंसे?) 
9.7.2 किसो रेखाखंड को एक दिए हुए अनुपात में विभिन्‍न रेखाखंडों सें 
विभाजित करना कि 


मान लोजिए हमें एक रेखाखंड 8 -6 सें० मी० दिया गया है और 
हमें इसे | : 2 : 3 : 2 के अनुपात में 4 रेखाखंडों में विभाजित करने को कहा 
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जाता है । यह रचना हम निम्न चरणों में करते हैं : 
चरण | : हम 63-:6 सें० मी० खींचते हैं और एक कोण ऊ+5> की रचना 
करते हैं । 
चरण 2 : परकार का प्रयोग करते हुए, हम ४४ पर 4 बिंदु 0), 5, £# और 
(5 इस प्रकार अंकित करतें हैं कि 8॥), 008, प7 और #0 की 
लम्बाइयाँ क्रमशः | सें० मी०, 2 सें० मी०, 3 सें० मी० और 2 सें० 
मी० हों | 
/ 





आकृति 9.१ 


चरण 3 : हुम 9 और (5 को मिलाते हैं। 


रण 4: £ से होकर हम (5 के समांतर एक रेखा ।र खींचते हैं । इसी 
प्रकार, £ से होकर हम (58 के समांतर एक रेखा ५ खींचते हैं, 
इत्यादि जेसा कि आक्ृत्ति 9.9 में दिखाया गया है ! 
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तब /]., .0, ीए और 8 चार वाँछित रेखाखण्ड हैं जो 
:2:3:2 के अनुपात में हैं। हम इस रचना को समानुपाती अंत: खड गुण 
से सिद्ध कर सकते हैं । (कैसे ? ) 

टिप्पणी : चरण 2 में हम »0, 02, 5४ और [0 की लम्बाइ्यों को 
इस प्रकार ले सकते हैं कि वे ्रण: संख्याओं ,2,3 और 2 के समान गुणज हा । 
इस प्रकार, | सें० मी०, 2 सें०्मी०, 3 सें० मी० और 2 सें ० मौ० की लम्बाइयों 
के स्थान. पर हम ऋमदः 2 सें० मी०, 4 सें० मी०, 0 सें० मी० और 4 सें० मी* 
की लम्बाइयाँ ले सकते हैं। परस्तु रचना में लिया गया चयन सुविधाजनक है 
क्योंकि इसमे एक अधिक सुगम आक्वति प्राप्त हो जाती हैं। 


प्रश्नावली 9.2 


4. आक्ृति 9.00 में 0, » 9 का सध्य- गा 
बिंदु है और 975 ॥ 80 है। क्‍या 
2, 60 का मध्य-बिंदु है ? सकारण 
उत्तर दीजिए। 
हम देखते हैं कि एक विभुज की 
एक भुजा के मध्य-बिदु से होकर कप 
खींची गई एक अन्य भुजा के 
समांतर रेखा तीसरी भुजा को 
समद्विभाजित करती है। 


3 (९ 
आकृति 9.40 
2, 30290 9.]] में $ और | क्रमशः + 
भुजाओं ९0 और ९९ के मध्य- 
बिंदु हैं। क्‍या &7'॥ एोरे है! जि ्‌ 


सकारण उत्तर दीजिए । 


आकृति 9.4 


() क्या 5४(तत्न एक समांतर 
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हम देखते हैं कि एक तिभुज की किन्‍्हीं दो भुजाओं के मध्य-बिन्दुओं को 
मिलाने वाला रेखाखंड तीसरी भुजा के समांतर होता है । 


आक्ृति 9.!2 में ),5 और ४ क्रमण: त्िभुज 680 की भुजाओं 0. 
0५ और 868 के मध्य-बित्दु हैं । 


() क्‍या 59 ॥ छ८, #9॥ ९० 
और ॥05 ॥ #४8 है ? 
(॥) क्या फी007 एक समांतर 
चतुर्भूज है ? 
(॥) क्‍या £7 ॥ छा) है ? 
(५) क्या हि हि छट है ? 





सकारण उत्तर दीजिए । आक्षति 9.॥2 
हम देखते हैं कि एक ल्रिभुज की किन्‍्हों दो भुजाओं के मध्य-बिन्दुओं 
को मिलाने वाला रेखाखंड तीसरी भुजा का आधा होता हे । 


आक्ृति 9.3 में, 680८!) एक ० 
चतुर्भूज है और 0, 5, 6 और [न 
क्रमशः भुजाओं 88, 8९८. ८0 
और 20/ के मध्य-बिदु हैं। पुनः, 
/४( और 87) इसके विकर्ण हैं । 


() क्‍या छह? ॥ ७0 | प्6 ? 
(#) क्‍या 76 ॥ 980 | फात्र ? 


चतुर्भूज है ? 


सकारण उत्तर दीजिए । 





आकृति 9.3 
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5, आक्वति 9.4 में, [07 | 80 है । 
या 32... 2 3 | कि £ 
#फ डठ* 
सकारण उत्तर दीजिए । 
8 0 
हे ह आकृति 9.4 
५७... #४3 9 3 (5 
संकत ',. 7 «. ४ 4. ॥] 26] 
#0 “787 और (कु रहु+ 


6. आक्ृति 9.5 में ? त्रिभुज 380 के अभ्यंतर (॥7/0707) में एक बिन्दु 
है, [30, | ४8 और £7 ॥ 86 है । 


() क्‍या 





मिल हैं? 
क़्कम्टाः _्>- 
५ ए0 के ह हा 8 है 
(व) क्या फर्क: आकृति 9.5 
(9) क्‍या 50 ॥ ८० है ? 
सकारण उत्तर दीजिए।.._ 
7. तीन समांतर रेखाएँ ७, 0 और ० इस प्रकार खोंचिए कि ६ और ४ के 
बीच की दूरी [.5 से० मी० तथा'9 और ८ के बीच की दूरी 2 सें० मी० 
है | एक तिर्यक रेखा थ्‌ खींचिए जो समांतर रेखाओं को क्रमशः ४, 
और ( पर काटे । जाँच कीजिए कि छठ त््प- है। यह भी जाँच कीजिए 
कि यदि एक तियेक रेखा 7 समांतर रेखाओं को क्रमशः 0, | और । पर 
ट एम _ 8४8 34. | 


काटे तो हा कतार है । 


(॥) क्‍या 
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8, निम्नलिखित रेखाखंडों की रचना कीजिए जिनकी लम्बाइयाँ दी गई हैं 
और उन्हें दिए हुए समान भागों में बाँटिए 
) 5 सें० मी, 3 भागों में 
(॥) 8.4 सें० मी०, 4 भागों में 
(॥ 6.5 सें० मी०, 5 भागों में 


9. निम्नलिखित रेखाखंडों की रचना कीजिए जिनकी लम्बाइयाँ दी गई हैं 
और उन्हें दिए हुए अनुपातों में विभाजित कीजिए : 


() 7 सें० मी०, 2: 3: 4 अनूपात के तीन भागों में 
(#) 8 से० मी०, | :.। :2: 2: 2'अनुपात के पाँच भागों में 
(॥) 9.6 सें० मी०, ! :2: 3: 2 अनुपात के चार भागों में 


9.8 सम्तरूपता 


हम आरक्रतियों की सर्वांगसमता के विषय में पढ़ चुके हैं और हमने 
त्विभजों की सर्वाससमता के कुछ नियम सीख लिए हैं | हमने सीखा है कि 
दो सर्वांगसम आक्ृतियों का एक ही 'आकार' (3780०) और एक ही 'साइज' ' 
होता है । प्रत्यक्ष रूप से 'साइज़' शब्द विभिन्‍न रेखाखंडों, कोणों की मापों 
इत्यादि से सम्बन्धित है । क्योंकि दो सर्वांगससम आक्ृतियों को एक दूसरे के 
ऊपर इस प्रकार रखा जा सकता है कि वे एक दूसरे को पूरी तरह से ढक लेती 
हैं, अतः स्पष्ट है कि तदनुरूपी रेखाखंडों के सभी युग्म परस्पर समान होते हैं । 
विभजों के लिए हम सीख चुके हैं कि तदनुरूपी रेखाखंडों के केवल तीन युस्मों 
उदाहरणार्थ तदनुरूपी भूजाओं की समानता तदन्‌रूपी रेखांखडों के प्रत्येक 

अन्ययुग्म की समानता को निश्चित बना देती है। फिर तदनुरूपी कोणों के 

प्रत्येक युग्म की समानता के विषय में हम स्वत : ही निष्कर्ष निकाल लेते हैं। 
अब हम उन आक्ृतियों के विषय में पढ़ेंगे जिनके आकार एक जैसे' हैं परन्तु 
उनका साइज़ समान होना आवश्यक नहीं है। ऐसी आक्ृतियों को समरूप 
(आंग्री।97) कहा जाता है। यह स्पष्ट है कि दो सर्वांगसम आकृतियाँ समरूप 
होंगी परन्तु इसका विलोम सत्य होना आवश्यक नहीं । दूसरे शब्दों में, दो 
समरूप आक्ृतियों का सर्वांगसम होना आवश्यक नहीं है.। 

आइए कुछ ज्यामितीय आऊक्रतियों को देखें जो प्रत्यक्ष रूप से समरूप हैं । 
(देखिए आकृति 9.6) 
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आकृति () में भिःल साइज़ों के कुछ वृत्त हैं। क्या उन सब के आकार 
एक जैसे हैं ? क्या वे सभी समझ हैं ? 


००५22 


८20५ 0५ ०७५ 


(४) 


०] 


(॥7) 
आकृति 9.6 
आकृति ( में भिन्‍न साइज़ों के कुछ समबाहु त्रिभुज हैं। क्या उन सब के 
आकार एक जेसे हैं ? क्या वे सभी समरूप हैं ? 
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आकृति ([0) में भिन्न साइज़ों के कुछ वर्ग हैं। क्या वे सभी समरूप हैं ? 

स्पष्ट रूप से उपरोक्त प्रत्येक प्रश्ण का उत्तर हाँ है । 

क्या एक वृत्त और एक व्िभुज अथवा एक व्रविभुज और एक वर्ग का 
आकार एक जैसा है ? प्रत्यक्ष रूप से, नहीं । इन प्रश्नों के उत्तर आक्ृतियों पर 
एक दृष्टि डालने से ही मिल जाते हैं। आइए अब आक्ृति 9.7 के दोनों ब्विभुजों 
को देखें । ये त्रिभुन समरूप दिखाई देते हैं परन्तु हम निश्चित रूप से कुछ नहीं 
कह सकते । अत: यह आवश्यक है कि अर 
हमारे पास समरूपता की कोई उपयुक्त हे 
परिभाषा हो, जैसा कि आकृतियों की 
सर्वांगसमता के लिए हैं, और उस परि- 
भाषा पर आधारित कुछ उपयुक्त नियम 
हों ताकि हम निर्णय कर सकें कि दी हुई हई 
दो आक्ृतियाँ समरूप हैं अथवा नहीं । हे  ॥ं ). 

आफृति 9.7 

हम सबको समरूपता की एक अस्तरज्ञानात्मक संकल्पना का ज्ञान हैँ । 
वास्तव में प्रत्येक प्राणी में समरूपता की कोई धारणा होती है। आइए निम्न 
चित्रों को देखें : | 


0/+2 /, 0 आन हर 4 आर 
3 आह मल 00 
7 न 22. 





0) 
आक्रुति 9.45 


92 गणित 





(7) (77) 
आकृति 9.8 श 

आप तुरल्त यह कहेंगे कि ये चित्र एक ही बिल्डिग के हैं। वास्तव में ये 
सभो चित्न संसद भवन, नई दिल्ली के हैं। केवल अन्तर यह है कि इनके साइज़ 
भिन्‍न हैं। क्या आप यह कहेंगे कि ये तीनों चित्र आकार में समरूप हैं ? हाँ, 
आप ऐसा ही कहेंगे। जब फोटोग्राफर भिन्‍न साइज़ों के चित्र बनाता है तो 
वह क्या करता है ? ग्रायः वह छोटे साइज़ की फिल्म, जिसे हम प्रायः 35 
मि० मी० साइज़ कहते हैं, पर एक चित्र लेता है और फिर इसे बड़े साइज़ में बना 
(आवधित कर) लेता हैं । वास्तव में इसका अभिप्रायः यह है कि छोटे चित्र 
के प्रत्येक रखाखंड में एक ही अनुपात में वृद्धि होती है । समरूपता की संकल्पना 
का यही सार है । हम कहते हैं कि समान भुजाओं बाले दो बहुभुज समरूप 
होते हैं यदि उनके तदसुरूषो कोण समान हों (अर्थात्‌ वे समानकोणिक हों) और 
उनकी तदसुरूपी भुजाएँ एक ही अनुपात में हों । विशप्ट रूप से, दो व्िभुज 
समरूप* होते हैं यदि उनके तदन॒रूपी कोण सप्तान हों और उनकी तदनुरूपी 
भुजाएँ एक हो अनुपात में हों । दूसरे शब्दों में, यदि दो त्रिभुजों 8५: और 

में, 2) 55 (/& दा आ ४3... 5 कम 
एप में, 588 छ् &ऊक और ८8 न्ट, 2फिल्‍- 7 तथा ८(:« 
न हो (देखिए आक्ति 9.9), तो हम. कहते हैं कि दोनों ब्विभुज समरूप 
पूरा होता है तो दोनों विभुज संमरूप होते हैं: ...  .. .... / 

() तदनुरूपी कोण समान हों, 

[प) तदनुरूपी भुजाएँ एक हो अनुपात"में हों । 


मर 
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संकेतत में, हम इसे इस प्रकार लिखते हैं : /« 3९ - ७70४४ (जिसे त्रिभुज 
830 त्रिभुज 087 के समरूप है पढ़ा जाता है) 


श्ि 


१] ०5 ८ ६ 5 


आकृति 9.9 


टिप्पणी : जैसा कि हमने दो त्रिभुजों की सर्वागसमता की अवस्था में 
किया था, दो त्रिभूजों की समरूपता की अवस्था में भी हमें दोनों त्रिभुजों को इस 
प्रकार नामांकित करना चाहिए कि एक त्रिभुज का पहला, दूसरा और तीसरा 
शीर्ष क्रमणः दूसरे त्रिभुज के पहले, दूसरे और तीसरे शीर्ष के संगत हो । 


अब हम तिभुजों की समरूपता के कुछ नियम सीखेंगे । 


9.9 त्विभुजों की समरूपता के नियम 

आइए दो ब्रविभूजों ४30: और ४87 की रचना इस प्रकार करें कि 
८-०८, 25550", /8-८/ £--60" तथा (८ /97--70? (मान _ 
लीजिए) हो । है 
इस प्रकार, दोनों त्रिभुज समानकोणिक हैं । (देखिए आकृति 9.20) इस आकृति 
में, दोनों त्रिभुजों में [087 छोटा है। यह मानते हुए कि दोनों त्विभुज पतले 
गे के बनते हैं हम त्िभुज 7)87 को उठा कर त्रिभुज &४38(८ पर इस प्रकार 
रखते हैं कि कोण ल्‍) कोण /& पर पड़ता है और भजाए ॥)8 और 705 कमश 
भुजाओं 88 और /( के अनुदिश पड़तो हैं। ऐसा होना सम्भव है क्‍योंकि 
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कोण ४ और 0 समान हैं । तब ४ रेखाखंड / ४ पर और # रेखाखंड 80 
पर गिरेगा । 


0५७90) 





दा ह आकृति 9.20 
के / 60% - / 8-60" है, अत: 7 ॥ 80 है। (क्यों ?) 
अब ४ विभुज 28९: के आधार 8८ के समांतर है, अतः 
5&8._ 4४ 


8 
5४ छ9 
्भाति अपर थम अमक 
७ 3 फट (।) 


क्या आप इसी प्रकार से त्रिभुज 09% को तजिभुज 88९. पर इस प्रकार रख 
कर कि “7, ४ पर पड़े, देख सकते हैं कि 
28 एल 9 (2) 
क्र हट 
दोमों परिणासों को मिलाले पर, हमें निम्ल प्राप्त होता है : 
कि कक 0फ 
छूट लो ड5' 
अर्थात्‌, दोनों त़िभूजों की तदनुरूपी भूणाएं एक ही जचुपात में हैं । 
उपरोक्त अंथोग तेथा तक स्पष्टतया किस्हीं मी दो संमानकोणिके लिशुजों 
के लिए किया जा सकता है। इस अंकारु हम -देखते हैं कि 
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दो समानकोणिक लिभुजों को तदनुरूपी भुजाएं एक ही अनुपात में होती 
हैं । 

क्योंकि यहाँ समरूपता की दी गई परिभाषा के दोनों प्रतिबन्ध पूरे हो 
जाते हैं, अतः दोनों त्रिभुज समरूप हैं। इसलिए, हम कहते हैं कि 


दो समानकोणिक विभुज समरूप होते हैं | अर्थात्‌ यह कि यदि दो 
ब्िभजों 480 और 9४7 में, /45 ८0, ८8- 2 और . (-- ८ $ 
हो, तो /ध480-.5 एफ होता है । 


हम उपरोक्त गृण को कोण-कोण-कोण अथवा संक्षेप में 8280 समरूपता 
नियम (आधावए 7०९) कहते हैं । 


टिप्पणी : क्योंकि किसी प्रिभूज के तीनों कोणों का योग ।80" होता है, अत 
यदि हमें विभूज के दो कोण दिए गए हों तो हम तीसरा कोण ज्ञात कर 
सकते हैं । अत: यदि दो विभुजों के तदनरूपी कोणों के दो युग्म समान हों तो 
तीसरा यग्म स्वतः: समान होगा। इस प्रकार, दोनों त्िभुज समानकोणिक हूं । अत 
886४ समरूपता नियम को निम्न प्रकार से भी व्यक्त किया जा सकता है 


दो ब्िभुज समख्य होंगे यदि एक बिभुज के दो कोण क्रमशः वूसरे 
ब्रिभुज के दो कोणों के समात हों 


अतः यह निर्णय करने के लिए कि दो वब्रिभुज समरूप हैं अथवा नहीं 
यह जाँच करना पर्याप्त है कि एक लिभुज के दो कोण क्रमशः दूसरे विभूज के 
दो कोणों के समान हैं अथवा नहीं | हम इसे ७४ समरूपता नियम कहते हैं। 

हम नीचे दो और समरूपता नियमों का कथन दं॑ रहे हैं। इन्हें समानुपाती 
अंतः खंड गुण द्वारा सिद्ध किया जा सकता है। परन्तु इनकी उपपत्ति प्रस्तुत 
पुस्तक की सीमा के बाहर हैं । 


() यदि दो तिभुजों की भूजाएं एक ही अनुपात में हों, तो त्रिभूज समानकोणिक 
होते हैं ओर इसके परिणामस्वरूप वे समरूष होते हैं। अर्थात्‌ यह कि यदि दो 
विभजों 480! और 9४% में 

55 _8( (ः )7) ए 5 देरि 

छह कफ कुछ हो, तो ७480- /७9०9फ़' होता हैं। (देखिए भाकृति 
9.2) 


गणित 


> 


आकृति 9.27 
हम उपरोक्त गुण को भुजा-भुजा-भुजा अथवा संक्षेप में, 858 समझपता 
नियम कहते हैं । 
(7) यदि एक विभज का एक कोण दूसरे विभूज के एक कोण के समान हो 
और इन कोणों को अंतर्नाहित करने वाली भुजाएँ एक हो भनुपात 
में हों, तो दोनों त्रिसुज समरूप होते हैं। 


| 


नाकह्ृति 9.22 
अर्थात्‌ यह कि यदि दो विभुजों 480! और फफ़ में, /4--// ॥) और 
फहच हो, तो ७ 4980... 07% होता है । (देखिए आकृति 9,22) 
हा इस ग्रुण को भुजा-कोण-भज़ा अश्वा संक्षेप में 885 समरूपता निम्रम 
कहते 


समांतर रेखाएँ और शझमरूपता 97 
पनायली 9.3 


!, आकृति 9.23 मैं, त्रिभुजों के छः युग्म दिए गए हैं जिनके समान कोणों को 
एक ही तरह से अंकित किया गया है। निर्णय कीजिए कि क्‍या दी गई सूचना 
यह निर्धारित करने के लिए पर्याप्त है कि त्विभुजों का प्रत्येक यूग्म समरझूष 
है । यदि ऐसा है तो उस समरूपता नियम का नाभ बताइए जिसका आप 
प्रयोग कर रहे हैं । यदि नहीं तो बताइए कि समरूपता को निश्चित करने के 
लिए और किस सूचना की आवश्यकता है । 


श्र मं 5 
८ | 
५ ८ ्। हक 
प् 5 £ (२३ छ ८ ६ हि 
4) 


(४) 


0 
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(९ 5 ८ ष्ट 
(५) 
आकृति 9.23 
2. आकृति 9.24 में, और ४: क्रमशः 


भुजाओं 68 और 80९: के मध्य-बिदु 
हैं । 





आकृति 9.24 


(0) क्‍या ७5४४8, ७७४८ है ? 
(7) क्या 8 ब्प- 80 है ? (प्रइनावली 9.2 का प्रदन 3 भी देखिए।) 


सकारण उत्तर दीजिए | 
3. आकृति 9.25 में, ७8, और 70)७/ क्रमश: तिभुजों ७80: और 057 की 
माध्यिकाएँ हैं तथा ७38९... 0४7 है। 


है 
हक कह बे 2 
8 ध ८ प्र 
आकृति 9,25 
() क्‍या ७८हा...७ 08५ है ? 


समांतर रेखाएँ और समख्पता [99 
रे ७ 03 3९. (ह+% ४ 
(0) कया 5४8 हु हक हैं 
सकारण उत्तर दीजिए | . 


4, आक्ृति 9.26 में, 8४ और [2५ क्रमशः लिभुजों ७30८ और 9छछ के 
शीर्ष लम्ब हैं तथा ७48९... ७2)89 है। 


गौ 0 
8 * (5 £ ६4 £ः 


माकृति 9.26 


() क्‍या ७ 5४85-७५ 08९ है ? 
५ कया 233 82 (8७०७० 
0) क्या कुछ कह हक हक है । 
सकारण उत्तर दीजिए । 
5. आक्ृति 9.27 में, 8? और ॥00 क्रमश: ब्विभुजों 380 गौर छाफ़ के. 
“.& और “ ।) के समद्विभाजक हैं तमा ७ &307/७0एए है। 


थ 
है? की कर ह 
8 ? छ ६ &। £ 
आकृति 9.27 


() क्‍या ७.58?... ७ 7080 है ? 
2 हक 80 00३7 


तर >आफक 


0) कया कु कह _ हक हु 
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सकारण उत्तर दीजिए। 
6. आकृति 9.28 में, /8-,/0 और (85-८2 है। ७ ए#ए को 
भुजाओं ।08 और ॥07 की लम्बाइयाँ ज्ञात कीजिए । 


0 





आक्षति 9.28 


7. 28 9.29 में, 6 580 “6७ ए0एछछ है। ७ 0ए8ए का परिमाप ज्ञात 
ए। 


/ 
2१ 
छि 2 ८ हृ ज # 


आकृति 9.29 


समांतर रेखाएँ और समख्यता 90 


$, आक्ृति 9.30 में, /3--./ > है। ॥ ज्ञाव कीजिए । 
/ 


















|| 
हद $ 2 
8 3 ८ ६ £ 
आक्विति 9.30 
मुख्य संकत्पनाएँ 
रेखाखंडों के अनुपात और त्रिभुज कीदो भुजाओं के मध्य-विन्दुओं 
समानुपात को मिलाने वाला रेखाखंड 
समान अंतः खंड गुण त्रिभुज की एक भुजां के समांतर 
समानुपाती अंतः खंड गुण रेखा अन्य दो भुजाओं को एक ही 


एक रेखाखंड को दिए हुए समान अनुपात में काटती है 
राखंदों में विभाजित करना ब्रिभुजों की समरुपता 

एक रेखाखंड को एक दिए हुए. /// अथवा // समरुपता नियम 
अनुपात में विभिन्‍न रेखा-. 9$$ समखझ्पता नियम 
खंडों में विभाजित करना $28 समरूपता नियम 





एफक ऊँ 


हम एक रेखा के एक वृत्त के त्षाथ, एक वृत्त के एक अन्य वृत्त के साथ 
प्रतिष्छेदतों तथा वत्त की स्परशश रेखाओं के विषय में पढ़ेंगे। हम एक चाप के डिग्री 
माप (९९7९९ ॥९4ञ्ञा') और संरया # के विषय में भी अध्ययन करंगे | 


0. पुनरावलोकन 


आप वृत्तों से पहले से ही परिचित हैं । अपनी पिछली कक्षाओं से आपको 
निम्नलिखित संकल्पनाओं /परिणामों का पुनरावलोकन करना चाहिए : 


वृत्त : केन्र, त्िज्या, व्यास, परिधि, जीवा, चाप, अर्धवृत्त, वृत्त-खंड, तिज्यबंद । 


वृत्त का अभ्यंतर और वहिर्भाग । 
कन्द्र से जीवा पर डाला गया बह जीवा को समद्विभाजित करता है। 
समदूरस्थ जीवाएं समान होती हैं । 
वृत्त के किसी चाप द्वारा केन्द्र पर बनाया गया कोण उसके द्वारा वृत्त के दोष 
पर स्थित किसी बिदू पर बनाए गए कोण से दुगुना होता है। 
एक ही वृत्त-खंड में बने कोण समान होते हैं । 
एक अर्धव॒त्त में बना कोण समकोण होता है । 
अब हम वृत्तों के विषय में कुछ और सीखेंगे । 


वुत्त डे03 


40.2 एक बुत और एक रेखा का प्रतिच्छेदन 

आइए त्िज्या । और केन्द्र 0 वाला एक वृत्त खींचें तथा एक रेखा /खींचें 
जो किसी भी स्थिति में हो । 

ऐसी दो सम्भव स्थितियाँ आक्ृतियों [0.] (॥) और ॥0. (॥) में 
दिखाई गई हैं । 





(१) (॥) 
आकृति ॥0. 

आकृति () में, रखा / वृत्त को दो बिदुओं 9 और (में काठती है, 
प्रतिच्छेद करती है अथवा मिलती हैँ | ऐसी रंखा वृत्त का एक छेदक (४6८थ॥४) 
कहलाती है । इस रेखा का कुछ भाग वृत्त के अभ्यंतर में स्थित है। ?0 वृत्त 
. की एक जीवा हैं । आइए 0) | 70 खींचें। मान लीजिए बढ़ाई गई 0७ 
वृत्त को २ पर मिलती है । तब /, ?( का मध्य-विदु है (क्यों ?) तथा 0२ 
वृत्त की तिज्या है | साथ ही, 

(2 < 07२ |, 

अर्थात्‌ जीवा ९0 अथवा रेखा / की वृत्त के केन्द्र 0 से दूरी वृत्त की त्िज्या 
से कम है। इस प्रकार यदि कोई रेखा एक वृत्त को दो बिंदुओं में काटती है, तो 
वृत्त के केख से उसकी दूरी वृत्त को लिज्या से कम होती है । 

आकृति (7) में, रेखा / वृत्त से कहीं भी नहीं मिलती । यह पूर्ण रूप से वृत्त 


के बाहर है । आइए, 0) | /खींखें जो वृत्त की [२ पर मिलती है । | कहाँ 
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पर स्थित है ? स्पष्ट रूप से यह वृत्तके बहिर्भाग में स्थित है। साथ ही, हम 
देखते हैं कि 


(0५ > 08--7 है । 


इस प्रकार, यदि कोई रेखा वृत्त को कहीं भी नहीं काटती तो वृत्त के केन्द्र 
से उसकी दूरी वृत्त की त्रिज्या से अधिक होती है । 


40.3 वृत्त की स्पर्श रेखा 


अनुच्छेद 0.2 में लिए गए एक वृत्त और एक रेखा की दो सापेक्षिक 
स्थितियों के अतिरिक्त एक तीसरी स्थिति भी है जब यह रेखा वृत्त के सापेक्ष 
एक विशेष स्थिति में होती है । 


आइए, निम्त प्रयोग करें। आइए # 
केन्द्र 0 और बव्विज्या ।' के साथ एक वृत्त की 
रचता करें । आइए कुछ समांतर छेंदक 8, 
9, ०, 0, इत्यादि खींचें जो वृत्त को क्रमशः 
0, 4; 3, 3; ९, ८ !; 0, 7; इत्यादि 
में काटे। छेदक & वृत्त के केन्द्र से होकर 
जाता है जब कि दूसरे छेदकों को केन्द्र से 
क्रमश: बढ़ती हुई दूरियों पर खींचा गया है। 
आइए, 0!.। 0 खींचें। तब 0!, सभी 
छेंदकों पर लम्ब है। (क्यों ?) मान लोजिए आकृति 70.2 
बढ़ाई गई 07, छेदकों ०, 6, इत्यादि को 
क्रमदः बिन्दुओं ४, 'प, इत्यादि पर और वृत्त को ? पर काटती है । 


पुन: [., ४, 7, इत्यादि जीवाओं 88', (८, 700', इत्यादि के मसध्य- 
बिदु हैं । (क्यों ?) (देखिए आकृति 0.2) 


अब जैसे जैसे जीवाओं 89', (९, 000', इत्यादि की दूरियाँ केन्द्र से 
बढ़ती जातो हैं, उनको लम्बाइयों के विषय में आप क्‍या देख रहे हैं? क्‍या वे 
क्रमश: कम नहों होती जा रही हैं ? | 





वृत्त . 205 


सब क्‍या होता. है जब यह दूरी लगभग 7 के समान होती हैँ ? क्‍या तदनु- 
हूपी छेदक द्वारा काटी गई जीवा बहुत अधिक छोटी नहीं हो जाती ? 


तब क्या होता है जब छेदक की केन्द्र में दूरी ठीक । के समान हो जाती 
हैं ? तब जीवा के दो अंत-बिंदु संपाती हो जाते हैं और इसीलिए इसकी लम्बाई 
'' शेन्‍्य हो जाती है;। अंत-बिदु किस बिंदु पर संपाती होंगे ? स्पष्ट रूप से ? पर । 
(क्यों ?) इस विशेष छेदक को आक्ृति 0.2 में £ द्वारा अंकित किया गया हैं। 
पह वृत्त को केवल एक बिदु अर्थात्‌ ? पर मिलती है । ऐसी विशेष छेदक को 
वृत्त की स्पर्श रेखा (भाष्रआ() कहा जाता है. ? को वृत्त के साथ स्पर्श रेखा का 
स्पर्श बिंदु (007 0 ९०४4८) कहा जाता हूँ । इस प्रकार, 


वह रेखा जो ब॒त्त को केबल एक ही बिंदु पर मिलती है, वृत्त की स्पर्श 
रेखा कहलाती है। जिस बिंदु पर वह मिलती है उसे वृत्त के साथ स्पर्श रेखा 
का स्पर्श बिंदू कहा जाता है। 


हम को बिंदु ? पर वृत्त की स्पर्श रेखा कहते हैं। हम यह भी कहते 
हैं कि स्पर्श रेखा वृत्त को स्पर्श बिंदु पर स्पशश करती है। यदि हम 0) के दूसरी 
ओर 0 से बढ़ती हुई दूरियों पर छेदक खींचें जेसा कि आकृति 0.2 में है, तो 
क्या होगा ? हम इन छेदकों के समांतर एक अन्य स्पर्श रेखा ४ प्राप्त करेंगे जो 
बृत्त को बिंदु ?' पर स्पर्श करेगी । यह बिंदु ?', बिन्दु क से होकर खींचे गए 
व्यास का दूसरा सिरा है। (क्यों ?) ह ह 
उपरोक्त चर्चा से हमें स्पर्श रेखाओं के दो अन्य गणों का भी ज्ञान होता 
है जो निम्न हैं: 
()) एक वृत्त की स्पर्श रेखा की उसके केन्द्र से दूरी वृत्त की लिज्या के 
समान होती है । ः 


(४) एक वृत्त की स्पश रेखा स्पर्श बिंदु से होकर खोंची गई वृत्त की 
लिज्या पर लम्ब होती है। 
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0.4 किसी बिंदु से वत्त को स्पर्श रेखाओं की संख्या 
() जब वह बिंदु वृत्त के बाहर है. 


आइए केन्द्र 0 वाला एक वृत्त 
खींचें और वृत्त के बाहर कोई बिंदु ? लें। 
फिर, 7? और 0 से होकर जाता हुआ एक 
छेदक खींचें जो वृत्त को बिदुओं »& और ह 
पर मिले । (देखिए आकृति 0.3) आइए एक 
रेखा को जो आरम्भ में ?/४ के संपाती है, 
९? के चारों ओर वामावबतें दिशा में वृत्त के 
छेदक के रूप में घुमाएँ । जैसे-जैसे यह छेदक 
घमता है, वृत्त के साथ इस छेदक के प्रतिच्छेद 
बिंदुओं का क्‍या होगा ? क्‍या वे वृत्त पर एक 
दूसरे की ओर अग्रसर होते हैं ? हाँ, ऐसा ही आकृति 0.3 
होता है और एक ऐसी अवस्था आती है जब वे वृत पर एक बिंदु ॒ पर संपाती 
हो जाते हैं । इस अवस्था के पश्चात्‌ घूमती हुई रेखा वृत्त का प्रतिच्छेदन करना 
समाप्त कर देती है। इस घूमती हुई रेखा का उस अवस्था में क्या होता है जब 
यह वृत्त को एक मात्र विदु 7' पर मिलती है ? यह "' पर स्पर्श रेखा बन जाती 
है ? इस प्रकार हमें ? से होकर जाती हुई एक स्पर्श रेखा 7?] प्राप्त होती है| 





आइए घूमती हुईं रेखा को पुनः 2.08 की स्थिति से प्रारम्भ करके 
दक्षिणावर्त दिशा में घुमाएँ। एक बार फिर हम उस अवस्था पर पहुँचते हैं जब 
यह रेखा वृत्त को केवल एक ही बिंदु [” पर मिलती है शौर इसके परचात्‌ है 
पर नहीं मिलती । ?“, ? से होकर जाने वाली वृत्त की एक अत्य स्पं्श रेखा है। 


क्या हम ? से होकर जाने वाली वृत्त की एक तीसरी स्पर्श रेखा प्राप्त 
कर सकते हैं ? स्पष्ट रूप से नहीं । इस प्रकार, हम देखते हैं कि 


अ वत्त के बाहर किसी बिंदु से होकर वत्त की दो स्पर्श रेखाएं छींची जा 
सकती है। 

२ आइए वृत्त की दोनों स्पर्श रेखाओं तथा स्पर्श बिंदुओं से होकर खींची 
गई तिज्याओं से बनी आकृति के कुछ गुणों को देखें । (देखिए आकृति 0.3) 
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आइए "' और '" से 0) को मिलाएँ। तब 
0०णा | शा तथा 07" | 2” (क्यों ?) 
अब, आइए त्रिभुजों 707 और ?07" पर विचार करें । हम देखते हैं कि 
70-70 
(0]'-- 07" -ब्विज्या है 
तथा, ?]0 -- ./ "0 --90” (क्यों ?) 
इस प्रकार, दोनों व्िभज सर्वांगसम हैं। किस नियम द्वारा ? अतः उनकी 
तीसरी भजाएँ समान हैं । 
अर्थात, श<>ज?!' 
लम्बाई ?' अथवा 7", ? से वृत्त पर स्पर्श रेखा की लम्बाई कहलाती 
है। रेखाखंडों ?[' और ?[” को कभी-कभी स्पर्श रेखाखंड (स्राएशा 5९8० 
परशा(5) भी कहा जाता है । अतः हम कह सकते हैं कि वृत्त के बाहूर किसी बिदु 
से वत्त पर खींचे गए दो स्पशे रंखाखंड, - 
अथवा संक्षेप में स्पर्श रेखाएँ, समान होती 


है । ध्र्ट्् 

(#) जब वह बिंदु दृत्त पर स्थित है ८८ 
आइए उपरोक्त प्रयोग को उस अवस्था (१(+)९ 8 

के लिए दोहराएँ जब बिंदु ? वृत्त पर स्थित... जा 

है। तब आक्रृति 0.3 का बिंदु 6 स्वयं ? 

पर होगा । क्या आप देख सकते हैं कि जब र्ज 


यह घूमती हुई रेखा ९0) पर लम्ब होगो 
तब वह वृत्त पर स्पर्श रेखा हो जाएगी ? 


देखिए आकृति 0.4) इस अवस्था में, प' आक्ृति 0.4 
और 7!” भी 7? से संपाती हो जाएँगे और बच्त की 


केवल एक ही स्पर्श रेखा होगी, अर्थात्‌ वत्त की 
पर स्पर्श रेखा । 4 
(7) जब वह बिदु वृत्त के अन्दर स्थित है £ ( छ 
मान लीजिए कि बिदु ? वत्त के अन्दर स्थित ५/ 
है, जैसा कि आकृति 0.5 में दिखाया गया है । आइए 
? से होकर अनेक छेदक खींचें । 
आकृति 40. 5 
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बया हम कोई ऐसा छेदक खींच सकते हैं जो वृत्त को दो बिदुओं पर नहीं 
मिलता? नहीं । इस प्रकार, वृत्त के अन्दर स्थित किसी विदु से होकर बुत की 
फोई स्पर्श रेखा नहीं खींची जा सकती। 


]0.5 एप रेखाओं की रचना 


0.5. बूत्त पर स्थित किसी बिदु पर वृत्त की ह्पशे रेखा खींचना 
अनुच्छेद 0.3 का युण (0) हमें वृत्त पर स्थित किसी बिंदु पर स्पशोे 
रेखा खींचने में समर्थ बनाता है । हम यह्‌ रचना निम्न चरणों में करते हैं : 


चरण [ : क्षेन्द्र 0 मानकर और दी हुई त्निज्या 
लेकर हम एक वृत्त खींचते हैं । 


चरण 2 : हम वृत्त पर एक बिंदु ? लेते हैं और 
0 तथा ? को मिलाते हैं । | 





चरण 3: ? पर, हम ए' | 09 खींचते हैं । 
(देखिए आकृति 0.6) आकृति 40,6 


तब 7, ४ पर वृत्त की वांछित स्पर्श रेखा है। (क्यों ?) 
705.2 चूत्त के बाहर स्थित किसो बिदु से वृत्त को स्पर्श रेखाएँ खींचना 


आइए मान लें कि हमें .5 सें० मी० त्विज्या, “वाले एक वृत्त के. बाहर 
उसके केन्द्र से 4 सें० मी० दूरी पर स्थित एक बिन्दु से वृत्त की स्पर्श रेखाएँ 
खींचनी हैं। हम यह रचना निम्न चरणों में करते हैं : 


चरण [ : हम एक रेखाखंड (0-4 सें० मी० की रचना करते हैं । 
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चरण 2 : 0 को केन्द्र मानकर और .5 
सें० मी० त्िज्या लेकर हम एक 
वृत्त खींचते हैं।. 

जब हमें दिया हुआ वृत्त और उसके # 

बाहर स्थित एक बिंदु ? प्राप्त हो गया है।] 

चरण 3 : हम ?0 को (: पर समद्विभाजित 
करते हैं। 


चरण 4 : (! को केन्द्र मानकर और (0 आह्ृति 0.7 
को त्रिज्या लेकर हम एक वृत्त खींचते हैं जो चरण 2 में खींचे गए 
वृत्त को बिंदुओं 7 और ॥" पर काटता है । (देखिए आकृति 0.7) 
[यह वृत्त ? से होकर भी जाएगा। (क्यों ?)] 
चरण 5 : हम ? और 7' तथा ? और 7" को मिलाते हैं । 
तब, ?'!' और ?7]" बाँछित स्पद्ग रेखाएँ हैं। (क्यों 2) इस गृण 'को 
याद कीजिए कि एक अर्धबुत्त का कोण समकोण होता है'। क्या इससे निष्कर्ष 
मिकलता है कि ,“?70-- /7"0--90" ? 
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4, कोई रेखा एक वृत्त को निम्न अवस्थाओं में कब मिलती है ? 
(7) किसी बिंदु पर नहीं 
(7) केवल एक बिंदु पर 

. (7) दो बिंदुओं पर 

कब कोई रेखा... 
(9) एक वृत्त का छेदक होती है ? 
(४) एक वृत्त को स्पर्श रेखा होती है ? 
क्या एक वृत्त की जीवा उसका छेंदक होती है ? 
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3, () को केन्द्र मानकर और |.5 सें० 


फी०जिज्या लकर एक वत्त खींचिए । 
एक व्यास +08 खींचिए और 
तथा 3 पर स्पर्श रेखाएँ खींचिए । 
'देखिए आकृति 0.8) क्‍या ये 
स्पर्श रेखाएँ सर्मांतर हैं ? सकारण 
उत्तर दीजिए । 

हम देखते हैं कि एक व्यास के अंत- 


ब्िदुओं पर खीची गई स्पर्श रंखाएं 


सर्मांतर होती हैं । 


. 0) को केन्द्र मानकर और 2 सें० 
मी०त्रिज्या लेकर एक बृत्त खींचिए । 
वृत्तपर दो बिंदु & और फ्रे इस 
प्रकार लीजिए कि / &08--907 
हों। & और 3 पर स्पर्श रेखाएँ 
खींचिए और मान लीजिए कि वे (: 
पर मिलतो हैं। (देखिए आकृति 
0.9) क्या 08९४8 एक वर्ग है ? 
सकारण उत्तर दीजिए । 


- आकृति 0.0 में, ?7' और ?]7 
दो स्पर्श रेखाएँ हैं जो विदु ? से 
(केन्द्र वाले वत्त पर खोंचो गई 
हैं। सिद्ध कीजिए कि 20 दोनों 
-कोणों ॥?[” और, 707" को 
समद्विभाजित करती हे | 


> | 


आकृति 0.8 


आकृति ]0,9 


आकृति ॥0.0 
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6. एक ततिभुज 08९ लीजिए। इसके 
कोणों के समद्विभाजक खींचिए और 
मान लीजिए कि वे बिदु । पर संगामी 
(मिलते) हैं। क्रमशः 50, (५ और 
# 3 पर लम्ब ॥), एि और 
खींचिए । (देखिए आकृति 0.!) 
जाँच कीजिए कि [0 ज्य8ल्‍-ए है। 
(प्रश्नावली 8.] का प्रश्न 5 भी 
देखिए ।) ह 
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| को केद्ध मानकर और ॥0) को त़िज्या लेकर एक वृत्त खींचिए । ह॒ 
क्या यह भुजाओं 8९, (९.७ और #४४ को क्रमश: 0, 5 और 7 पर 
स्पर्श करता ,है ? सकारण उत्तर दीजिए । 


हम देखते हैं कि ! को केन्द्र मानकर तथा 9) त्रिज्या लेकर खींचा 
गया चृत्त लिभुज 88८ की भुजाओं को 00), ॥ और 7? पर स्पर्श करता - 
है । इस वृत्त को त्रिभुज का अंतः बृत्त #ला2ट०) और इसके केन्द्र को 
तिभुज का अंत: केन्द्र (#८शा॥९) कहा: जाता है। (मिडिल स्कूलों 
के लिए गणित, पुस्तक 7, भाग प का अनुच्छेद 3.6 भी देखिए ।) 


7. आकृति 0.][ में, सिद्ध कीजिए कि 
(॥] &8-+९००--८६४+ ४४ 
() 87-5ज्फ्र+ए0... व 
(0) 67+ 87 <+97+-6४8 


8. ब्विज्या 5 सें० मी० का एक वृत्त खींचिए और केन्द्र से 7 सें० मी० की 
दूरी पर एक त्रिदु 9 लीजिए। बिदु 7 से वृत्त की दो स्पर्श रेखाएँ खोंचिए । 


दोनों स्पर्श रेखाओं को मापिए। क्‍या वे समान हैं ? 


हि कक गनित 
0.6 दो बूसों का प्रतिछिदन 

आइए 2 सें० मी० और 3 सें० भी० त्रिज्या के दो बृत्त खींचे जिनके 
बह धामश: 6 और हे हैं जैसा कि आकृति 0.2 में दिखाया गया है। बहुघा 
हुआ के नाम उनके केन्द्रों के आधार पर रख दिए जाते हैं। हम इन दोनों वृत्तों 
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(श्) 
जाकृति 40,82 


व्त्त 2]3 


को क्रमशः वृत्त & और वृत्त ए कहेंगे । रंखाखंड »8 की लम्बाई दोनों इुशपों के 
केन्द्रों के बीच की दूरो. है । रेखा 08 उनकी केन्द्र रखा (धा€ एा ८शा९९5) 
कहलाती है । मान लीजिए कि यह केन्द्र रेखा वृत्तों को क्रमण: बिन्दुओं (,! और 
2, ह में काटती है । (70 वृत्त & का और [27 वृत्त 9 का एक व्यास है । पाँच 
विभिन्‍न स्थितियाँ जिनमें ये दो वृत्त खींच्रे जा सकते हैं, आाकृतियों 
0.2 ()--(५) में दिखाई गई हैं । 

आकृति (|) में, प्रत्येक वृत्त एक दूसरे के बहिर्भाग में स्थित है और 
दोनों में कोई बिंदु उभयनिष्ठ नहीं है। दूसरे शब्दों में, वे परस्पर कहीं भी 
नहीं काटते | क्‍या दूरी ४४8 त्रिज्याओं &7) और 58 के योग से अधिक है ? 
हाँ, स्पष्ट रूप से ऐसा है । इस प्रकार हम देखते हैं कि 

यदि दो वृत्तों के केन्द्रों के बीच की दूरो उनकी ब्िज्याओं के योम थे 
अधिक है, तो दोनों वृत्त एक दूसरे के बाहर स्थित होते 'हैं और परस्प* हीं 
नहीं काटले । 

आकृति (7) में, बिन्दु 72 औद 8 संपाती हैं और कंबल एक ही जद 
अर्थात्‌ 2 अथवा : दोनों वत्तों में उध्यनिष्ठ बिंदु है। अब केन्द्रों के बीर: की 
दूरी क्या है ? क्या यह उनकी ब्रिज्याओं के योग के बराबर हैं? हाँ; हम, 
कहते हैं कि दोनों वृत्त एक दूसरे को बाह्य रूप से स्पश करते हैं और उनके 
उभयनिष्ठ बिन्दु को स्पर्श बिंदु कहा जातां है । इस प्रकार हम देखते £ कि 

यदि दो वृत्तों के केन्द्रों के बीच को द्रोी उनकी लिज्याओं के योग के 
बराबर हो, तो दोनों वृत्त एक दूसरे को केवल एक हो बिदु पर काठते हैं और 
परस्पर बाह्य रूप से स्पर्श करते हैं । 

आकृति (77) में, दोनों बृत्त एक दूसरे क्ो दो भिन्‍त बिदुओं, सें हाठले 
हैं। द्री &8 के विषय में आप क्या योचते हैं ? अब यह दूरी-उनकी त्रिए्याओं 
के योग से कम है परन्तु उनके अंतर से अधिक है ' इस प्रकार, हम देखते हैं :के 

यदि दो बतों के केर्रों के बीच को दरी उनकी जिज्याओं के योग से कप 
परन्तु उनके अन्तर से अधिक हो, तो बे'एक दूसर को दो भिन्‍न बिदुओं में 
काटते हैं । 
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. आकृति (९) में, बिन्दु ८ और £ संपाती हो यए हैं और वृत्त & केवल 
बिंदु (: को छोड़ कर पूरी तरह से बृत्त प के अभ्यंतर में स्थित हैँ । दोनों 
बत्त एक दूसरे को एक ही बिदु अर्थात ( अथवा $ में काठते हैं । हम कहते 
कि दोनों वृत्त एक दूसरे को अतः रूप से स्पर्श करते हैं। दूरी &8 के विषय 
में आप क्‍या सोचते हैं ? क्या अब यह्व वत्तों की ल्विज्याओं के अंतर के बराबर हूं ? 
हाँ । इस प्रकार हम देखते हैं कि 

यदि दो कुत्तों के केन्द्रों के बीच की दरी उनकी ल्रिज्याओं के अंतर के 
बराबर हो, तो दोनों वत्त परस्पर अंत: रूप से स्पर्श करते हैं ) 

अंत में, आकृति (५)में वृत्त & पूरी तरह से वृत्त फे के अभ्यंतर में स्थित 
है और दोनों वत्तों-में कोई उभयनिष्ठ बिन्दु नहीं है । अब दूरी 58 के विषय 
में आप क्‍या सोचते हैं? क्‍या यह त्रिज्याओं के अन्तर से कम है ? हाँ । इस प्रकार 
हम देखते हैं कि 

यदि दो व॒त्तों के कन्द्रों के बीच की दूरी उनको विज्याओं फे अन्तर से कम 
हो, तो ये एक दूसरे को कहीं भी नहीं काटते और छोटा वृत्त पूरी तरह से बड़ 
वत्त के अभ्यंत्र में स्थित होता है । 

अब हम दोनों वृत्तों को कितनी ही विभिन्‍न स्थितियों में खींच सकते 
हैं। हम देखेंगे कि प्रत्येक स्थिति में हम उपरोक्त परिणामों में से कोई एक 
परिणाम्त प्राप्त करेंगे । हम अपने परिणामों को संक्षिप्त रूप से निम्न प्रकार से 
व्यक्त करते हैं 

कोई दो असमान वृत्त या तो 

() एक दूसरे फो कहीं भी नहीं काटते, 
या (7) जब वे एक दूसरे को बाहय अथवा अंत: रुप से स्पर्श करें तो वे 
परस्पर एक ही बिदु पर काटते हैं, 

या (7) थे एक दूसरे को दो भिन्‍न बिदुओं में काटते हैं । 

जब दोनों वृत्त समान द्विज्याओं के हों तब क्या होगा ? 
१0.7 उभयनिष्ठ जीबा और उभयनिष्ठ स्पर्श रेखा 

आइए आकृति 0.]2 का पुत्र 
अवलोकन करें । (॥) में, हम देखते हैं 
कि वृत्त एक दूसरे को दो भिन्‍न बिंदुओं 
में काठते हैं। आइए इन बिंदुओं के 
ताम 79 और ९( रखें । (देखिए 
आकृति 0.3) फिर, आइए ४? और 
को मिलाएँ। हम देखते हैं कि रेखाखंड 





आकृति 0 33 


वृत्त 289 
०0 दोनों वत्तों की जीवा है। अतः इसे इन दोनों वत्तों की उश्नगनिष्ठ जीवए 
(९णाग्राणा शाकाएं ) कहते हैं । 

(॥) और (५) में, हम देखते हैं कि दोनों वृत्त एक ह्सदे को केवल 
एक व्िदु पर काटते हैं । आइए इस बिंदु का नाम / रखें और ? पर इनमें से 


एक वत्त, उदाहरणार्थ, वृत्त ४ को स्पर्श रेखा ? खोंचें। (देखिए आकृति 


ग १४ 





() (77) 
आकृति 0.]4 


0.4) हम देखते हैं कि ९] वृत्त 9 की भी स्पर्श रेखा है। अतः इसे दोनों 
वत्तों की उभयनिष्ठ स्पर्श रेखा (००गशाा।णा शाए्रशआ) कहा जाता है । हम 
दखते हैं कि &*3 | 7? है । दूसरे शब्दों में, दोनों ब॒त्तों की केन्द्र रेखा उनके 
स्पर्श बिंदु पर खोंची गई उभयनिष्ठ स्पर्श रेखा पर लम्ब होती है । 

अब आकृति 0.3 में, आइए # .और 9 को ? और 0 से मिलाएँ 
दिखिए आकृति 0.5) 

. क्‍या आप देखते हैं कि #&7-5 
2५९) और 37?--80 है ? (क्यों ?) इस 
अकार ४, ? और ( से समद्रस्थ है।॥ 
अतः वह ? ओर (१ की समभिति अक्ष 
(&35 ० 89व॥7609) पर स्थित है । 
इसी प्रकार, कभी 9? और (0की 
सममिति अक्ष पर स्थित हैं| अतः शक, 





आह 75 बाकृतिपकलडो ? 
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ए और (0 की सममिति अक्ष है । दूसरे शब्दों में ७8, ?() का ल़म्ब समद्वि- 
भाजक है। अर्थात्‌ यदि 8, ९0 को ४ पर काटता है, तो शशि उभयनिष्ठ, 
जीवा 0 का मध्य-बिंदु है । 

अतः, हम निष्कर्ष निकालते हैं कि 

यवि दो बृत्त परस्पर काठते हैं, तो उनकी केन्द्र रेखा उनकी उभयनिष्ठ 
जीबा का लम्ब समद्विभाजक होती है। 

टिप्पणी : क्या आप वृत्तों की सममिति से यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं ? 
आपको याद होगा कि एक वृत्त प्रत्येक व्यास के सापेक्ष सममित होता हैँ और 
दो वृत्तों की केन्द्र रेखा में दोनों वृत्तों के एक-एक व्यास सम्मिलित होते हैं । दूसरे 
धाध्दों में, दो वृत्तों की केन्द्र रेखा उनकी उभयनिष्ठ सममिति अक्ष होती है । 


प्रनावली 40.2 


नमक 


. निम्नलिखित में से प्रत्येक में दो वृत्तों की त्रिज्याएँ & और 9 तथा उनके 
केन्द्रों के बीच की दूरी 6 सेन्टीमीटर में दी गई हैं। बताइए कि क्‍या दो 
वृत्त एक दूसरे को काटते हैं, स्पर्श करते हैं, संपाती हैं अथवा कहीं भी नहीं 
काटते । सकारण उत्तर दीजिए । 

() &७--३.2, ७--2.5, 6--6.. (7) 85७-2.7, ७--2, 0--3 
(0) 85-३, ०--2, 6--5 (९) 8-2, ०-52, 6७०3 
(४) 8०52.9, 9-5.7, 6--.2 (शं) 3855.5, 05-52, 6--5 

(शा) ३5-2, 85-52, 0--0 (शा) 3७७-.5, 0--2.3, 6--0 
(5) 377.8, 80552.7, (--3 (5५) 87:.2, 0553, 65-.$ 

2. आकृति 0.6 में, ? पर दोनों यृत्तों की उभयनिष्ठ स्पर्श रेखा पर ' 


कोई बिन्दु है और 76 तथा ६, 
बिंदु ॥ से दोनों वृत्तों पर खींची गई 
दो अन्य स्पर्श रेखाएं हैं। सिद्ध कीजिए 
कि 78-7४ है । 





व आकृति 0.6 

3. बिंदुओं 8 और ४8पर परस्पर काठते हुए दो वृत्त खींचिए। उस॑ रेखा 
पर जिसमें उभयनिष्ठ जीवा ४४8 
स्थित है, कोई बिंदु 9 लीजिए 
और इससे दोनों वृत्तों पर स्पर्श 
रेंखाएँ 05 और ?"' खोचिए जैसा 
कि आकृति 0.7 में दिखाया 
गैया हैं। ?5 और ?"' को सापिए। 
क्या ये बराबर है ? 


6. 





. आकृति 0.7 


0.8 किसी चाप का डिग्री माप 

मान लीजिए दो बिंदु..8 और 8 एक वृत्त पर स्थित हैं जिसका केम्द्र 
0 है। तब कोण 5 जिसका शीर्ष केन्द्र 0.पर 
हैं. एक केस्॑रीप कोण (एथा०ब आए) 
कराता हैं। , (देखिए आकृति 70.8) यह. 
चाप 47% का केन्द्रीय कोण भी कहलाता 
है । इसी प्रकार आकृति 0.8 में, 9 दी 
चाप 308 का केन्द्रीय कोण है । 





आकृति 0,8 
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हम रेखाखंडो के परिमाणों (782॥0085) की तुलना करना सीख 
चुके हैं । इस उहृश्य के लिए हमने लम्बाई के एक मात्रके ( धापवं) को परिभाषित 
क्रिया था और एक मापन यंत्र अगांक्रिय झाजर (ह्वाकएप्द्रा््प प्रा), 
का प्रयोग किया था। इर्सी प्रकार कोंणों के परिमाणों की तुलना करने के लिए. 
हमने कोणों को सापने के एक मावक को परिभाषित किया था, अर्थात्‌ एक 
समकोण को 90 समान भागों में बाँटा था जिन्हें डिग्री कहते हैं । जिस मापन यंत्र 
का प्रयोग किया था वह है चाँदा ([70072007) । चापों-के परिमाणों अथवा 
दूसरे शब्दों में उनकी लम्बाइयों की तुलना करना सरल कार्य नहीं है। सर्व- 
प्रथम एक चाप की लम्बाई क्या होती है ? पुनः इस प्रश्त का उत्तर देना भी 
कठिन है । हम अन्तज्ञतात्मक रूप से मान लेते हैं कि एक वृत्तीय चाप की कुछ 
लम्बाई होती है जिसे किसी तरह मापा जा सकता है | उदाहरणार्थ, हम 
पतली डोरी का एक टुकड़ा ले सकते हैं और इसके एक सिर से प्रारम्भ करके 
हम इसे चाप के अनुदिश रख सकते हैं और फिर चाप को एक बार ढकने के 
के लिए जितनी डोरी की आवश्यकता है उसकी लम्बाई माप लेते हैं। इससे 
हमें चाप की लम्बाई का सन्तिकट माप मिल जाएगा । परन्तु ऐसा माप गणिताये 
रूप से संतोषजनक नहीं हा सकता क्योंकि हमें चाप का सही माप चाहिए। 
और फिर यह भी हो सकता है कि किन्‍्ही कारणों से हमें इसका ठीक सस्निकटन 
भी प्राप्त न हो सके | उदाहरणार्थ, जब डोरी को मापने के लिए सीधा किया 
जाएगा तो यह कुछ खिच भी सकती हे । 

पुनः, वृत्तीय चापों को मापने के लिए हम ऐसा कोई यंत्र प्राप्त नहीं 
कर सकते जैसा कि रेखाखंडों की लम्बाई मापने के लिए अंशांकित रूलर | 
क्योंकि जहाँ अशांकित रूलर को एक रेखाखंड के ऊपर इस प्रकार रखा जा 
सकता है कि यह प्रत्येक स्थान पर उसके सम्पर्क में आ 


एि 
जाए, परन्तु विभिन्‍न साइज़ों के वृत्तों के चापों के लिए 
ऐसा नहीं किया जा सकता। उनमें झुकाव की भिन्‍न- 68, 
भिन्‍न मात्रा होती है जिस कारण एक को दूसरे के ऊपर 
! & 


इस प्रकार नहीं रखा जा सकता कि वह प्रत्येक स्थान 
पर दूसरे को स्पर्श करें । अधिक से अधिक एक चाप आजह्ृति 0.9 


को दूसरें चाप के ऊपर इस प्रकार रखा जा सकता है कि वह दूसरे को केवल 


है 


बुत्त 29 


एक बिन्दु पर स्पर्श करे जैसा कि, उदाहरणार्थ, आकृति [0.9 में बिंदु ? है 
जहाँ & और 9 दोनों वत्तीय चाफों-के-केन्द्र हैं । 
एक ही वृत्त अथवा सर्वांगसम वृत्तों के चापों के परिमाणों की तुलना के 
लिए. चाप के डिग्री माप की निम्न परिभाषा. हमारे कार्य के लिए बहुत कुंछ 
पर्याप्त है: 
एक वृत्त के चाप का डिग्री माप उस चाप के केन्द्रीय कोण का सिद्नी 
माप होता है । 5. 
संकेतन में, यदि &?8 एक न 
. वृत्त का चाप है जिसका केन्द्र 0 है, तो 
चाप ४8 का डिग्री माप / 208 
में डिग्रियों की संख्या । (देखिए आक्ृति 0.20) 8 


आकृति 30.20 


अब हम एक चाप के डिग्नी माप के कुछ गुणों को सीखेंगे जिन्हें हम 
चापों की तुलना करने के लिए प्रयोग कर सकते हैं । हम एक ही वृत्त के चापों 
को ही लेगे । 


0.9 एक चाप के डिग्री माप के कुछ गण 

मान लीजिए &3 और (9 एक वत्त, जिसका केन्द्र 0 है, के दो 
सर्वागसम चाप हैं । (देखिए आक्ृति 0.2) सर्वांगसमता से हमारा अधभिप्राय 
. यह है कि एक चाप को दसरे चाप के साथ 
संपाती अवस्था में लाया जा सकता है । 
आइए कल्पना करें कि चाप (0 को 0 के 
चारों ओर दक्षिणावते दिशा में तब तक 
धृमाया जाता है जब तक कि बिंदु (५,/ के 
साथ मंपाती न हो जाए। ० का क्‍या 
होगा ? क्‍या यह हे के साथ संपाती हो 
जाता है ? हम देखते हैं क 0(: और 00 आकृति 40.2 
क्रमश: 0.0 और 0४ के साथ संपाती हो जाते हैं । अत: कोण ७08 और 





220 गत. 


(09 समान हैं । इस प्रकार, चापों & 8 और (0 का एक ही डिग्री माप है। 
इस प्रकार हम देखते हैं कि 
, दो सर्वांगसम चापों का एक ही डिग्री माप होता है। 

यदि 63 और 80: एक 
वृत्त के दो चाप हों, जैसा कि आकृति ् 
]0.2] में दिखाया गया है, तो चाप 
20 च्ापों 48 और 8९८ के योग के 
समान है । यदि 03 और 72£ दो 
अन्य चाप हों, जैसा कि आकृति 0.22 4 
में दिखाया गया है, तो 48 और 058 
के योग को परिभाषित करने के लिए 


हम एक चाप 20 की रचना करते हैं 
जो 7)9 के सर्वांगसम हो (केसे ?) 


| अब 


आकृति 0.22 . 
और फिर चाप &( को ७8 और ॥0ए के योग के रूप में णरिभाषित करते हैं । 
अब हमें निम्न गुण प्राप्त होतो है : 


2. दो चापों के योग का डिग्री माप दोनों चापों के डिग्री सापों के घोग के 
समान होता है । । 


गुणों | और 2 से हम चापों के योगों, गुणजों, इत्यादि के डिग्री मापों 

के लिए उसी प्रकार काये कर सकते हैं जैसे कि कोणों के लिए करते हैं । यदि 

किसी दिए हुए चाप का डिग्री माप 70 है तो एक ऐसे चाप का डिग्री माप जो 

दिए हुए चाप का दुगुना, तिगुना, इत्यादि है, 29, 30, इत्यादि होगा । अधिक 

व्यापक रूप से, हम देखते हैं कि एकः चाप का साप जो दिए हुए चाप का “८ 
गुना है, ४ 7 होता है। इस प्रकार हमें निम्न गुण प्राप्त होता है : 


3. एक ही वृत्त में चापों की लम्बाइयाँ उनके डिग्री मापों के समानुपाती 


। 
इस प्रकार यदि 8४ और (2) एक ऐसे वृत्त के दो चाप हैं जिसका केन्द्र 
चाप 863 की लम्बाई केन्द्रीय //.20798 का साप 


कैचड्ीय / तठाउका माप 


चाप टाॉ3 को लम्बाई केद्वीय ./ टठा5 का माप 5 


ब्त्त ने 3707] 


अन्‍ न्‍ 


. एक अध॑वृत्त का केद्वीय कोण कया होता है? स्पष्ट रूप से, 80? | 
और पूरे वृत्त का केन्द्रीय कोण क्‍या होता है? 360९। उपरोक्त सम्बन्ध में, 
यदि हम (9 के स्थान पर वृत्त की परिधि ले लें तो हमें निम्न प्राप्त होता हैं: 

चाप / ४9 की लम्बाई _ ८608 का डिग्री माप 
परिधि 360 


यदि / 2009 का डिग्री माप ॥ है, तो इस सम्बन्ध से हमें निम्न प्राप्त 
होता है ह 

चाप 6४8 की लम्बाई: उ्क परिधि (2) 
उदाहरणार्थ, यदि किसी चाप का डिग्री भाष-5 है, तो इसकी. 


लम्बाई ) परिधि 


[ 300 


( त्व ) परिधि 


0.0 संख्या श्र 


प्राचीन समय में प्रयोगों और पर्यवेक्षणों द्वारा यह पाया गया था कि एक 
वत्त की परिधि का उसके व्यास से अनुपात स्थिर ((णाशंश्रा) होता 
है, चाहे वुत्त का साइज़ कृछ भी हो । 


क्या आप देख सकते हैं कि यह महत्वप॒र्ण परिणाम इस तथ्य के फलस्वरूप 
प्राप्त हुआ है कि सभी वृत्त समरूप होते हैं और समरूप आक्वतियों में सभी तदनु- 
रूपी लम्बाइयाँ एक ही अनुपात में होनी चाहिए । परन्तु इसकी उपपत्ति प्रस्तुत 
पुस्तक की सीमा के गहर है। ह 


परिधि का व्यास से स्थिर अनुपात ऋद्वारा व्यक्त किया जाता है, जो कि 


“ऊ््क्ा में क्रियाकलाप हेतु सुकाथ ................ £ 
भिल्‍्न-भिन्‍न तिज्याओं के बहुत से वृत्त खींचिए । धागे जौई झरूलर की सहायता से 
उनकी परिधियाँ ज्ञात कीजिए । फिर, परिधि का व्यास से अनुपात शत कीजिए! आए 
क्या देखते हैं ? 


कि ; गणित 
ग्रीक वर्णमाला का 6 वाँ अक्षर है | यदि 7 वृत्त की त्िज्या है, तो हमें निम्न 
सूत्र प्राप्त होता है : 

परिधि --+ १ व्यास ४३६ 20 526 (3) 


.. यदि हम चाप की लम्बाई के लिए अनुच्छेद 0.9 में दिए सूत्र (2) में 
परिधि का यह मान प्रतिस्थापित कर लें, तो हमें निम्न प्राप्त होता है : 
न पी 
चाप की लम्बाई: 36 छू ु (4) 


यह जाँच करने के लिए कि वृत्त को परिधि का उसके व्यास से अनुपात 
स्थिर होता हैं, हम निम्नलिखित प्रयोग कर सकते हैं : 


५ 2 कह ८: 


आइए भिन्‍न साइजों की कुछ वृत्तोय डिस्क (जाएएाॉ७ए 6505) लें और 
उनके परिधियाँ और व्यास भाष लें | ये हिस्क आपको कहाँ से प्राप्त होंगी ? 
आप भिन्‍न-भिन्‍न साइज़ों की बोतलों के प्लास्टिक के ढदकंकन अथवा कैरम बोडे के 
स्ट्राइकर, इत्यादि: ले सकते हैं। यदि हम परिधि को व्यास से भाग दें ती प्रत्येक 
अवस्था में हमें एक संख्या प्राप्त होगी जो तीन से कुछ बड़ी हूँ। यदि हमारा 
माप ठीक हैं तो हमें 3.] से कुछ बड़ी संख्या प्राप्त होनी चाहिए। 


हम परिध्रियों के सही माप किस प्रकार ले सकते हैं ? हम एक मज़बूत 
पतली डोरी लेने हैं और इसे डिस्क के किनारे-किनारे पर कई बार उदाहरणार्थ 
पाँच या छः बार घुमा कर फिर इसे खोलकर माप लेते हैं और फिर जितनी बार 
इसे ध्रमाया था उत्तनी संख्या से इस लम्बाई को भाग दे देते हैं, जिससे हमें 
परिधि ज्ञान हो जाती हैं। 


हम व्यास को कैसे मापते हैं ? क्या आपने ख राद का काम करने वाले 
व्यक्ति को देखा है जो धातु की छड़ों के व्यास मापकर उन्हें भिन्‍न-भिन्‍न साइज़ों 
में परिवरतित करता रहता है ? वह एक यंत्र कलिपर (८शॉएश5) का प्रयोग 
करता है जो एक डिवाइडर (0शंत०) की तरह होता है जिसकी धनुष के 
आकार की टाँगे होती हैं। जिस डिस्क को मापा जाना है उसके व्यास के उप- 
युक्त कैलिपर को खोला जा सकता हूं । जब डिस्क ठीक कैलिपर के बिन्दुओं & 
और ह से गुदर सकती है तो हम बिन्दुओं ४,छे को अंशांकित रूलर पर रखकर 
और उनके बीच की दूरी को पढ़कर व्यास का माप ज्ञाच कर सकते हैं । यहाँ 


चुके 


_ बृत्त 9723 


भी प्रत्येक डिस्क के व्यास को कई बार मापा जा सकता है और उनके साध्य 
को उ्यास के उत्तम सन्निकट मान के रूप में लिया जा सकता है । 


हम ऊपर देख चूके हैं कि किसी वृत्त की परिधि का उसके व्यास से अनुपात 
3.] से कुछ अधिक होता है। उच्चतर कक्षाओं में आप सीखेंगे कि जितना 
विणृद्ध हम चाहें उतना विशुद्ध ८ का मान ज्ञात करने के लिए अनेक सूत्र हैं। 
अर्थात्‌ जितने दशमलव स्थानों तक शुद्ध हम चाहें » का मान निकाला जा सकता 
है । हमें यह प्राप्त होता है कि छः दशसलव स्थानों त्तक 

ऋब्+3.]4]592 

संख्या ८ का अति रुचिपूर्ण इतिहास है । आकिमिडीज़ ने ज्ञात किया था 
कि # का मान्त 3 और 3 पक के बीच में.है। प्राचीन भारतीय मः क्रे मान 
के लिए ९”0<53.6227...का प्रयोग करते थे जो कि इतना सही नहीं है 
जितना कि उपरोक्त मान। परन्तु छठी शताब्दी में, आर्य भट्ट ने अपनी गणित 
पुस्तक “आर्यभट्टीयम” में श्र का निम्नलिखित अति सही सन्निकट मान दिया 
था: - 


6283: 
76660 7 /86 

भास्कर केक 050 ई०) ने आयंभटू द्वारा दिए गए # के मान को दोहराया 
था परन्तु उन्होंने यह भा ज्ञात कर लिया था कि गोलों (59॥9765) के पृष्ठीय 
क्ैज्रंफलों और आयतनों को कंसे परिकलित किया जाता है । 


[9वीं शताब्दी के अंत में डब्लयु० शैंकस ने 707 दशमलव स्थानों तक 
४ का मान ज्ञात करने के लिए अपने जीवन के बीस वर्ष बिता दिए थे। परन्तु 
यह मान बाद में 52 वें स्थांन पर गलत पाया गया था। इलैक्ट्रानिक कम्प्यूटरों 
के आगमन से, जो कि एक सैकन्ड में मूलभूत योग की लाखों प्रक्रियाएँ कर सकते 
हैं, # का मान कुछ ही सैकंन्डों में कई बार 0000 से भी अधिक अंकों तके परि- 
कलित किया श चुका है। निस्संदेह, इन परिकलनाओं का कोई व्यवह्ारिक 
बा महा है क्योंकि हम कभी भी कुछ दशमलव स्थानों से अधिक ,का प्रयंद 
नहीं करते । - 0 3३ 


#4१८4 गणित 


हम प्रायः सन्निकट मानों 


जे अथवा ते (जो सर्वप्रथम चीनियों द्वारा दिया गया था) 


53. 4597..., अथवा 3.84 अथवा 3.46 का प्रयोग करते हैं । 


कुछ बहुत अधिक अनुमानित (70ए९/॥) परिकलनाओं में जिनमें ४ 
संबद्ध हो, हम ४१--0 का प्रयोग कर सकते हैं । 


आइए कुछ उदाहरण लें । 


उदाहरण 4 : यदि एक वृत्त की त्िज्या 5 शें० मी० है, तो उसकी परिधि 
ज्ञात कीजिए । (४-3.4]6 लीजिए) ; 


हल : परिधि 52 ४752 9८3.]46 ५ 55-5३.46 सें० मी० 
उदाहरण 2: 3.5 सें० मी० की तिज्या के एक वृत्त में एक चाप का डिग्री 
' आप 45 है। चाप की लम्बाई ज्ञात कीजिए। (शत ज लीजिए ) _ 


प्राण __45 >% 229८ 3.5 >-2.75 सें० मी० 


हुल : चाप की लम्बाईल्‍-नहृह 7 -क्ूद्त 


0.4] टिप्पणी 


हमने ऊपर एक चाप के डिग्री माप को उसके केन्द्रीय कोण के डिग्री माप 
अर्थात्‌ चाप के केन्द्रीय कोण में निहित डिग्रियों की संख्या के रूप में परिभाषित 
किया है। यदि हम कोण मापने की किसी अन्य विधि का प्रयोग करें तो चाप 
का कीणीय माप किसी भिन्‍न संख्या द्वारा निरुपित होगा। यद्यपि कोणों के 
व्यवहारिक माप के लिए प्राय: डिग्री भाप अर्थात्‌ माप की साठ आधार प्रणाली 
(७०:ब९१९आंगाओं 5ए४०॥७) का ही प्रयोग होता है परन्तु उच्चतर गणित के 
सिद्धांतिक कार्य में वृत्तीय प्रणाली (लाला)॥' 5ए४था) अधिक लाभदायक है । 
इस प्रशाली में माप का मात्रक रडियन (740ंशा) होता है जो कि उस चाप के 
केन्द्रीय कोण के समान होता है जिसकी लम्बाई वृत्त की तिज्या के समान है । 
तब हमें एक सरल सम्बन्ध प्राप्त होता है, वह यह कि ; 


वृत्त बेटे 


चाप की लम्बाई--लिज्या >चाप का बृत्तीय माप 
हम यह भी देखते हैं कि | रेडियन--57.296 डिग्नमी (लगभग) 


प्रदनावली 0.3 


4. 800८ और 807) एक वृत्त के परस्पर लम्ब व्यासों का एक युग्म है। 
निम्नलिखित चापों के डिग्री माप ज्ञात कीजिए : 
(3) लघु चाप 8 (॥) दी्घ चाप ४8 (9) ४80० (४) #0९ 


2. एक समबाहु ज्ञिभुज ७9९ के परिवत्त (८7प्लाए्वणा।०७) के लघु चाप 
80 और दीर्घब चाप 8८ के डिग्री माप ज्ञात कीजिए । 


3, 9 और (0 एक वृत्त पर स्थित बिदु हैं । दीर्घ चाप ९0 और. लघु ज्ञाप 
ए0 के डिग्री माप ज्ञात कीजिए यदि 
() दीघें चाप--लघु चाप का चार गुना 
) दीर्घ चाप>>लघु चाप का पाँच गुना 


निम्नलिखित प्रदनों में ४-८ रा क लीजिए : 
4. एक ऐसे वृत्त की परिधि ज्ञात कीजिए जिसकी त्रिज्या निम्न है : 
(3) 4 सें० मी० (7) 7 सें० मी० (7) ]4 मी० (ए) 2 कि० भी० 


5, एक ऐसे वृत्त की त्िज्या ज्ञात कीजिए जिसकी परिधि निम्न है : 
() 55 सें० मी० (ग) 00 सें० मी० (7) 6.6 मी० (४) 8.69 मी० 


6. पृथ्वी की भूमध्य रेखा (6५०४०) की त्रिज्या 6400 कि० मी० है। 
.. भमध्य रेखा की लम्बाई ज्ञात क्रीजिए । 


7. 3.5 सें० मी० त्िज्या के एक वत्त की चापों की लम्बाइयाँ ज्ञात कीजिए 
यदि उनके डिग्री माप निम्नलिखित हैं 


॥) 5 (॥) 30 (0) 60 (४) 72 (५) 90 (छ) 2.5 
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सुद्य संदात्पवाएँ 


एक बुत्त और एक रेखा 
का प्रतिच्छेदन 

छेंद्क 

स्पर्श रेखा * 

स्पर्श बिंदु 


वृत्त की स्पर्श रेखा स्पर्श 
बिंदु से होकर जाने वाली 
त्विज्या पर लम्ब होती है 
एक बिदु से स्पर्श रेखाओं की संख्या 
वृत्त पर स्थित किसी बत्रिदु पर वृत्त को 
स्पर्श रंखा खींचना 


वृत्त के बाहर स्थित किसी बिदु से 


वृत्त की स्पर्श रेखाएँ खींचना 
वृत्त के बाहर स्थित किसी बिंदु 
से खींची गई वृत्त की दोनों 
स्पर्श रेखाएँ समान होती हैं 
दो वृत्तों का प्रतिच्छेदन 
उभयनिष्ठ जीवा 
उभयनिष्ठ स्पर्श रेखा 
एक चाप का डिग्री माप 
केन्द्रीय कोण 
संख्या ; 





एकक 
क्षेत्रफल | 


.. इस एकक में, हम कुछ ऋजुरेखीय आक्ृतियों (६०वला 
प्रण९४) के क्षेत्रफलों और वृत्त के क्षेत्फल के विषय में सीखेंगे । हम 
क्षेत्रफल फे मापन के लिए वर्गों की गणना की विधि भी सीखे 


44.] पुनरावलोकन 


गम आप कुछ सरल ज्यामितीय आइ्षतियों के क्षेत्षफल ज्ञात करने की 
विधियों से पहले ही परिचित हैं। अपनी पिछली कक्षाओं से आपको निम्न- 
लिखित का पुनरावलोकन करना चाहिए : 


क्षेत्रफल : क्षेत्रफल का मातक 
वर्ग का क्षेत्फल-- (भुजा)! ..- 
आयत का क्षेत्रफल--लम्बाई )८ चौड़ाई 


पिभुज का क्षेत्रफल +- ठआधार » शीर्ष लम्ब 


संमकोण जविभुज का क्षेत्रफल ब्ल्त दो भुजाओं का गुणनफल 
। (कर्ण के अतिरिवत) 
' समांतर चलुच्चु ज का क्षेत्रफल--आधार 2८ शीर्षलम्ब 


समलंब (#शु८टांघा।) का क्षेत्रफल--समांतर सुजाओं का औसत )८ 
उनके बीच की दूरी 
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इसलिए कि आप उपरोक्त सूत्रों का पुतरावलोकन एवं प्रयोग कर सकें, 


हम यहाँ एक पुलरावलोकन प्रश्नावली देते हैं । 


जिन. 


शै 


प्रहनावली ॥.॥ 


. एक वर्ग का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी भूजा निम्न है : 


() 4. सें० मी० (ग) 6.6 सें० मी० > 
एक वर्ग की भूजा की लम्बाई ज्ञात, 5 जिसका क्षेत्रफल निम्न 
ह्ठै पु 


() 30.25 बर्ग सें० मी० (॥) 40.96 वर्ग मी० 


, एक आयत का क्षेत्षफल ज्ञात कीजिए जिसकी लम्बाई और चौड़ाई 


क्रमशः मिम्न हैं : | ह 
() 8.25 मी०, 2.75 मी० (॥) 22 भी०, 5.5 मी० 


. एक आयत की चौड़ाई ज्ञात कीजिए जिसका क्षेत्रफल और लम्बाई 


क्रमशः निम्न हैं : 
(१) 450 वर्ग सें० मी०, .25 सें० मी०(॥) 420 वर्ग मी०, 5 मी० 


, एक किसान 200 मी० लम्बे और 00 मी० चौड़े एक आयताकार 


खेत में गेहूँ उगाता है। यदि गेहूं की उपज. [.5 कि० ग्रा० श्रति वर्ग 
मी० हो तो मीट्रिक टनों में, कुल उपज ज्ञात कीजिए। (! मीट्रिक 
टन--000 कि० ग्रा०) | 


. एक व्यक्ति 45 रु० प्रति वर्ग मी० की दर से 20000 रु० में एक प्लाठ 


खरीदता है | यदि प्लाट की चौड़ाई 5 मी० है, तो उसका क्षेक्षफल 
और लम्बाई ज्ञात कीजिए । 


« एक समकोण त्रिभुज का , क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी दो भुजाएँ 


(कर्ण के अतिरिक्त) निम्न हैं. : 
() 3.9 सें० मी०, 6.3 सें० मी० (#) 00.5 सी०, 92.7 मी० 


. एक त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके आधार और तदनुरूपी 


शीष॑लम्ब निम्न हैं : 
() 2.5 सें> मी २, 8.2 सें० मी० (६) 20.37 सें* मी ०, 6.9] सें० मी० 
(7) 2.9 मी०, 7.6 मी० (४) 32! मि० मी०, 96 भि० मी० 
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9. एक समांतर चतुर्भुज का क्षेत्षफल ज्ञात कीजिए जिसके आधार और 
शीष॑लम्ब निम्न हैं : 
() 5.4 सें० मी०, 5 सें० मी० (॥) 8 सें० मी०, 4 सें० भी० 


80. एक समलम्ब की दो समांतर भजाओं की लम्बाइयाँ 8 सें० मी० और 
0 सें० मी० हैं और उनके बीच की दूरी 7 सें० मी० है। समलम्ब का 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 


किन 


]], एक समलम्ब का क्षेत्रफल 35 वर्ग सें० मी० है और उसकी समांतर 
'. शजाओं के बीच की दरी 0 सें० मी० है। यदि एक सर्मांतर भजा की 


लम्बाई 5 सें० मी० है, तो दसरी की लम्बाई ज्ञात कीजिए 


+|2, 4 मी० लम्बे और 3 मी० चौड़े एक कमरे के फर्श पर सफेद सीमेंट 
किया जाता है जिसमें 30 सें० मी० चौड़ा काला वार्डर (90702) है । 
यदि सफेद सीमेंट की लागत 25 र० प्रति वर्ग मी० और काले सीमेंट 
की लागत 20 २० प्रति वर्ग मी० है, तो कुल लागत ज्ञात कीजिए । 


.2 त्रिभज का क्षेब्रफल--हीरो का सूब ग 

हम पढ़ चुके हैं कि एक तिभूज का 
क्षेत्रफल उसके आधार. और तदनुरूपी शीर्षलम्ब हि ४ 
के गुणनफल के आधे के समान होता है । अब हम 
त्रिभज का क्षेत्रफल ज्ञात करने का एक अन्य सूत्र 
सीखेंगे जो पहली शताब्दी में. यूनान के गणितज्ञ “ का ग 
हीरो द्वारा दिया गया था । उन्होंने इस सूत्र का आकृति 74, 
आविष्कार एक ऐसे त्रिभज का क्षेत्नफल ज्ञात करने के लिए किया जिसकी 
भुजाओं की लम्बाइयाँ ज्ञात हैं। सूत्न इस प्रकार है 

ब्विभुज का क्षेब्रफलन-९/४६७--.) €-5%) 6-ल 
जहाँ ६, 0 और ० भूजाओं की लम्बाइयाँ हैं (देखिए आकृति .) और 


हस्त >(8 +7+-0) व्रिभूज का अर्ध-परिमाप है। यह सूत्र प्राचीन भारतीयों 
को भी ज्ञात था। 
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हम हीरो के सूत्र को बिना उपपत्ति के ही मान लेंगे । इस सूत्र का 
लाभ यह है कि हमें केवल तिभुज को भुजाएँ ही मापनी पड़ती हैं और शीषेलम्ब 
को मापने के लिए शीर्ष से सामने की भुजा पर लम्ब नहीं खींचना पड़ता । परन्तु 
हीरो के सूक्ष की परिकलनाएँ इतनी सरल नहीं हैं । 

ह हम एक उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण : यदि एक त्िभुज की भुजाएँ क्रमश: 3 सें० मी ०, 4 सें० 
भी० और 5 सें० मी० हैं, तो प्षिभज का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए 

हल : यहाँ, $5०३(७+५-०+-०) #नड (3-+4--5) 5० सें० मी» 
अतः, क्षेत्रफल+-१/368--8) [$--9) ($--७) 

6606-35] 6-4) 6-5) 
| 





इस प्रकार, त्विभज का क्षेत्रफल 6 वर्म सें० सी० 
[पाठक को चाहिए कि वहू इस त्रिभुज की रचना करे और देखें कि यह एक 
समकोण त्रिभुज है । अब पहले सूत्र से इसका क्षेत्रफल परिकलित कीजिए और 


* जाँच कीजिए कि यह पुन: 6 वर्ग सें० मी० है ।] 


44.3 जतुमुज का क्षेत्रफल 


हम कुछ विशेष प्रकार के चतुर्भूजों जैसे कि वर्ग, आयत, इत्यादि के 
क्षेत्रफलों के नियम सीख चुके हैं । अब हम किसी व्यापक चतुर्भुज का क्षेत्रफल 
ज्ञात करना सीखेंगे। ह 


हम जानते हैं कि . एक विकर्ण है 
किसी चतुर्भूज को दो त़िभुजों में विभा- 
जित करता है | उदाहरणार्थ, आकृति 
.2 में चतुर्भूज ७800) बिकर्ण (0... हू 
द्वारा दो त्रिभुजों #8(! और #&९(70 


में विभाजित हो जाता है। तब चतुर्भूज 8 
का क्षेत्रफल दोनों तिभुजों के क्षेत्रफलों आकृति [.2 
के योग के समान है । 


ब्रिभजों 4५80५. और 600) के क्षेत्रफलों को ज्ञात करने में समर्थ 


जज 
हा 
' ४७. 
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होने के लिए हम ७ (अथवा बढ़ाई गई 28: पर) लम्ब की, और 0४ 
खींचते हैं और ७९१, 8. तथा छ५ को मापते हैं । तब, 
चतुर्भुज का क्षेत्रफल--तिभुजों 880: और 2९.9 के क्षेद्रफलों का योग 
नव) का. +३4 ९) एश 
न्‍्ल्डरे॥ै((छ,+- 00) 
दोनों त्रिभुजों के क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए हम हीरो के सूत्र का 
प्रयोग भी कर सकते हैं। उस स्थिति में, हमें चतुर्भुण की भुजाओं और विकर्ण-&. 
“८ को मापना होगा। 
हम एक उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण : चतुर्भव &307 का क्षेत्रफल परिकलित कीजिए जिसके 
माष (सें० मी० में) आकृति !.3 में दिए गए हैं । 
हल : क्योंकि त्रिभुजों 880: और ४(70 की भुजाएँ दी गई हैं, 
अतः हम हीरो के सूत्र का प्रयोग करते हैं । ह 
विभूज 08९ का अर्ध-परिमाप 9 सें० मी० है। अतः इसका क्षेत्रफल 
१9 तग््-गतठ तऊ-7009--769) - 9७ 
२%/(उ59]) 59.92 वर्ग से मी ० (लगभग ) श्र ! 


त्रिभुज 8८0 का अर्ध-परिमाप 2] सें० मी० (5 
है । अतः इसका क्षेत्रफल रे 
४९८2] (2[--[) (27--5) (2--6)- 
*-९/ (6506) +79.37 वर्ग सें० मी० (लगभग) जा, ॥४क्‍ 
४ आकृति व.3 
अतः, चतुर्भज 880.) का क्षेत्रफल ः 
२559.92--79.37--39,29 वर्ग सें० मी० (लगभग) 
.4 अनियमित ऋज्रेंखोय आकृतियों के क्षेत्रफल 
हमारे प्लाट अथवा खेत सदैव वर्गाकार अथवा आयताकार नहीं होते । 
वे प्रायः ऋज्रेखीय आक्ृतियाँ होती हैं, भर्थात्‌ वे सरल रेखाओं द्वारा घिरी हुई 


237 गणित 


आक्रृतियाँ अबब। बहुमुज होती हैं। यदि इन्हें कुछ आयतों (्चूब | बललनललम 
में विभाजित किया जा सकता है जैसा कि आकृति .4 [......| 

में दिखाया गया है, तो वॉछित क्षेत्रफल केबल इन आयतों के 
क्षेत्रफलों के योग के समाव होता है। यदि आकृति एक ६... हैँ है 
व्यापक आकार की है जिसे आयतों में विभाजित नहीं आकृति 8.4 
किया जा सकता, तो सिम्तलिखित में से एक विधि का प्रयोग किया जा सकता 










है। 
(।) फील्ड विधि 

आइए एक अनिव्धभित ऋजुू- हे 
रेखीय आकृति &9(.0७ए८४ लें । (देखिए 
आकृति .5) आइए दो शीर्षो 8 और 
/), जो एक दूसरे से अधिकतम दूरो पर॒_.  / 
हैं, को मिलाएं और ४४7० पर लम्ब ऊर, 4 ६--- 
(0, पहा१, और 7५ खींचें । हम 
देखते हैं कि आकृति चार समकोण 
त्रिभुजों 97, 828, 0८0७0 और 
7027 तथा दो समलम्बों 870? और आकृति ॥.5 
£फरछार में विभाजित हो गई है। यदि हमें लम्ब द्रियाँ 8ए, 00, पाए, ए8 
तथा 6 से ?,0, र, 5 की दूरियाँ ज्ञात हों तो हम सुगमतापूर्वक इन क्रिभुजों 
और समलम्बों के क्षेत्रफलों को परिकलित कर सकते हैं। स्पष्ट रूप से, इन 
क्षेत्रफलों का योग दी हुई आकृति &8(7057 का क्षेत्रफल है। 

हम एक उदाहरण लेते हैं । 

.. ” उदाहरण : आकृति .5 में, यदि 8?-30 मी ०, (0-20 मी०, 
58 --20 मी २, 755:00 मी० तथा ७5--50 मी०, &?--200 मी०, 
2980 5-350 मी०, 0७400 मी०, 3॥05-:550 मी० है, तो &8(705ए 
का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । ह 

हल : आकृति 88007 का क्षेत्रफल 
#न्‍समकोण त्िभुज 887 का क्षेत्रफल-+-समकोण त्रिभुज 2०070 
का क्षेत्नफल-+समकोण व्रिभुज 08४८ का क्षेतअल--समकोण 
त्रिभुज 887 का क्षेत्रफल+समलम्ब 58007 का क्षेत्रफल 
+समलम्ब एक्रछारे का क्षेत्रफल 
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न 200 %:30--३$ ५८ 50 ५: 20--३ »< 200 ८ 20 
+3 »50 ल्‍200--$ (30--20) » 200 
-+३(00--20) » 200 
न? (26000--8000--24000--]5000-- 50000--44000) 
ने ७ 77000-88500.... 
अंत :, 58(7)79 का क्षेत्रफल 88500 वर्ग मी० है। 
विष्पषणी : उपरोक्त विधि का प्रयोग क्षेत्र मापन में किया जाता है। क्षेत्र 
सर्वेक्षण करने वाला व्यक्ति एक विशेष विधि से सभी मापों अर्थात्‌ 8?, ८0, 
इत्यादि का रिकार्ड अपनी फील्ड बुक में रखता है। हम इसके विषय में उच्चतर 
कक्षाओं में अध्ययन' करेंगे । क्या आप देख सकते हैं कि इस विधि को फील्ड 
विधि(शत ९४४००) क्‍यों कहा जाता है ? 


(2) त्रिभुजन विधि 


इस विधि में, आकृति को शीर्षों के युग्मों को मिलाने वाले और बहुभुज 


के अंतः भाग में स्थित रेखाखंडों हारा त्रिभुजों में विभाजित किया जाता है। 
(देखिए आकृति [.6) 


[8 








हे 






| 


॥ 
त 
| 
ए 
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आफ्रति का लिभजों भें विभाजन प्रायः कई विधियों से किया जा सकता 
है । हम आक्ृति !.6 (॥) में दी गई आकृति से इसकी जाँच कर सकते हैं। 
क्या' आप देख सकते हैं कि दो रेखाखंड /00 ओर 99 खींचने से पंचभज 
+ 30998 तीन ब्िभजों भें विभाजित हो जाता है ? इसी प्रकार आकृति [.6 

) में, तीन रंखाखंड 773, 77! और ॥0 खींचने से &3९705% जार तिभनों 

में विभाजित हो जाता है। प्रत्येक स्थिति में, यदि हम एक भिसल विधि से आकृति 
को त्रिभजों में विभाजित करने का प्रयत्न करें तो हमें उत्तते ही त्विभज प्राप्त 
होते हैं और हमें उतने ही रखाखंडों की आवश्यकता पड़ती है। क्या आप एक 
ऋजरेंखीय आकृति के लिए, जिसकी भजाएँ दी गई हैं, तिभजों की संख्या और 
इनके लिए आवश्यक रेखाखंडों के एक नियम के विषय में सोच सकते हैं ? 

एक दी हुई आकृति का क्षेत्रफल परिकलित करने के लिए हम सभी 
त्रिभजों की भजाओं की लम्बाइयाँ अर्थात्‌ आकृति की भजाओं और सभी रेखा- 
खंडों की लम्बाइयाँ मापते हैं। फिर हम होरा के सब से प्रत्येक लजिभज का' क्षेत्र- 
फल परिकलित करते हैं। इन क्षेत्रफलों के योग से हमें उस आकृति का क्षेत्रफल 
प्राप्त हो जाता है। 

हम एक उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण : आकृति .6 () में, विभिन्‍न रेखाखंडों की लम्बाइयाँ मीटरों 
में दी गई हैं । पंचभूुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए 

हल : त्रिभुजों ४3), 800) और ७०४8 के अधे-परिमाप क्रमशः 25 
मी०, 24 मी० और 25 मी० हैं। अतः उनके क्षेत्रफल निम्न हैं 

क्षेत्रल 0 88705-% ठ5ठ5 खरा 

++४/१375-..06.65 वर्ग मी० 
क्षेत्रगल ७ 3070--४ डा 6] 
४5%/[]088 --05.3 बर्ग भी ० 


ठडग्रठड्द्ाा पद, 


र*2375--.24 वर्ग मी ० 
अतः, &8(709 का क्षेत्ंफल 
++!06.65 -- 05.30--.24--323.]9 बर्ग मीटर 
मानचित्र' बनाने अथवा किन्‍हीं अन्य उद्देश्यों से किए जाने वाले भूमि के 
सर्वेक्षण में सरलतम! औरः प्राय: प्रयोग में लाई जाने वाली विधि 'विभजन विधि 
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(एंक्राएप्रॉबाणा ग्राशी07) का प्रयोग तब तक किया जाता था ज़ब तक कि 
अधिक शव्तिशाली आधुनिक प्रविधियों का आविष्कार नहीं हुआ । भूमि के जिस 
भाग का सर्वेक्षण किया जाना हो उसकी श्वतह को उपयुक्त आकारों व साइजों के 
अनेक विभजों में वाँट दिया जाता है । इन्हें मापकर विभिन्‍न स्थानों की स्थिति 
भभागों के क्षेत्रफल तथा अन्य आवश्यक जानकारी प्राप्त की जाती थी | 


प्रद्रनावली .2 


. ल्विभज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी भुजाएँ निम्न हैं 
() 5सें० मी०, 6 सें० मी० मी० 
(॥) 7 सें० मी०, 9 सें० मी०, [4 सें० मी ० 
(0। 6.] मी ०, 5.3 मी०, 4.8 मी ० 
(५) 225 मि० मी०, 60 मि० मी ०, 25 मि० मी० 
2, एक खेत 883(॥005क% का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए जिसके माप मीटरों में 
आकृति .7 में दिए गए हैं, जहाँ ; 
49707 एक आयत है, 3०0 एक 
समकोण ब्रिभुज है और 70 | 65 है । 





720 छठ 


बहभज ७2(7)9८ का क्षेत्रफल जल्लाल 
कीजिए जिसके माप मीटरों में आकृति 8.6 , 
में द्विए गएं हैं । े कप 





आकृति ].8 


236 गणित 


4, आकृति 4.9 में, यदि &3--3(: 
नर सें० मी ०, (०-7 सें० मी०, 
04 --4 सें० मी० और विकर्ण 0(:-- 

8 सें० मी० है, तो चतुर्भूज 88070 
का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । श 





3 


आकृति ॥.9 


, एक चतुर्भुज 480) का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए यदि उसका विकर्ण 8[0, 
7 सें० मी० है और शीर्षों & तथा (० से इस पर डाल गए लम्ब क्रमशः 
3 सें० मी० और 4 सें० मी० हैं । 

आकृति .0 में दिखाए गए क्षेत्न 
53 3(70ए87 का क्षेत्रफल .ज्ञात कीजिए 
जिसमें 87, (5, 07९ और 700 क्रमशः 
58, ८, £ और ४? से ७]) पर डाले गए 
लम्ब हैं तथा 2-70 भो ०, 80-- 


प्स् 


9 


20 मी ०, &7१--240 मी०, 575 
50 मी०, (::...)0 मभी०, ४१८८ 
40 मी० और: /( /-- 0 यो० है। 





आक्ृति .40 


7. एक समबाहु तिशुज, जिसकी एक भुजा 7 सें० मी० लम्बी है, का क्षेत्रफल 
शात कीजिए । 
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8, आकृति .]] में दिखाए गए क्षेत्र &800छ8ए का क्षेत्षफल ज्ञात : 
कीजिए जिसमें छ?, (0२, 55 और ४0 क्रमण: 8, (५, ए और ४ स्ले 
247) पर डाले गए लम्ब हैं तथा 
87-0 मी०, 80-20 मी०, 
67-३0 मी, &$--40 मी०, 
5920-50 मभी०, 5?--]5 मी०, $ 
(२५०20. मी०, .2$8--5 मी० 
और 705--0 मी० है। 





-. 
आकृति 88.8] 


अब हम एक वृत्त का क्षेत्रफल ज्ञात करने के सूत्र को सीखेंगे । ऐसा करने 
के लिए आइए पहले एक सम बेहुभुज का क्षेत्रफल ज्ञात करें।: : 


*[[,.5 सम बहुभुज का क्षेषफल, |, 

आपको याद होगा कि एक बहुभुज़ जिसकी सभी भुजाएँ समान हों और 
सभी कोण समान हों, सम बहुभुज (762एश५ ए0०प४०णा) कहलाता है। आपको 
यह भी याद होगा कि सम बहुभुज के अंतर्गत एक बिंदु ऐसा होता है जो उंसके 
सभी शीर्षों से समदूरस्थ है। यह बिंदु संम बहुभुज का केन्द्र कहलाता है 3. यदि 
केच्र से हम भुजाओं पर लम्ब गिराएँ, तो हम देखते हैं कि इन सभी लम्बों की 
लम्बाइयाँ समान हैं। यह लम्बाई सम बहुभुज की अंतः लिज्या (॥ए०४0॥) 
कहलाती है। जक्ृति .2 में, &8८७४)+ छः ६ छ 
भुजाओं का एक सम बहुभुज है और इसका केन्द्र 0 
है । आइए 0) को शीर्षों &, 8, 0), 0), और ४ से 
मिलाएँ। हम देखते हैं कि बहुभुज छः सर्वांगसम ६ 
विभुजों 058, 080, 009, छा, 00% _ 
और 078 में विभाजित हो जाता है! (क्यों?) 
बहुभुज का क्षेत्रफल इस छ: ज़िन॒णों के क्षेत्रफलों के 
योग के बराबर है। परन्तु हम जानते हैं कि ये छः आकृति ॥7.2 
वरिभुज सर्वांगसम हैं। अतः बहुभुज का क्षेत्रंफल इन छः त्विभुजों में से किसी एक 
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के क्षेत्रफल से छः गूना होगा । आइए अब 0, | &४ खोंचें। 
अब, वहुभज की अंतः तिज्या--0,-80 (मानव लीजिए) और 
बहुभूज का परिमाप--6 &8--७ (मान लीजिए) 
तब, बहुघुज़ का क्षेत्रफल -:/ध 0/9 के क्षेत्रफल का छः: गुना 
509८ $ 2८7 ५ 88 --३ 72८ 688 
| 9 । 
लिए उपरोक्त विधि को स्पष्ट रूप से कितनो ही भुजाओं वाले सम बहुमज के 
लिए दोहराया जा सकता है और हमें क्षेत्रफल के लिए वही व्यंजक प्राप्त होगा । 
इस प्रकार, 


सम बहुभुज का क्षेत्रफल - ३ मंतः विज्या :< परिमाष 
 [.6 वत्त का क्षेत्रफल 


मान लीजिए एक वृ॒त्त का केन्द्र 0 और तिज्या 7 है । आइए दो व्यास : 
220८ और 307 ऐसे खींच जो परस्पर लम्ब हों | (देखिए आकृति !.3) 
आइए #/ को 3 से, 8 को (: से, (! को 0 से ओर 7 को ४ से मिलाएं । हमें 
वृत्त के अंत्गंत** (ह5070९0) एक वर्ग »8(7) प्राप्त होता है। (क्यों ?) 
अब आइए कोणों 208 800, 000 योर 7008 को समद्विभाजित 
करें और मान लें कि ये समह्ठवि भाजक वृत्त को क्रमश: विदुओं 5, 7, 5 और 
न पर मिलते हैं। आइए / को ह£ से, £ को छ से,..., और हे को & से 
मिलाएँ। हमें एक अप्टभूज (००१०९णा) शताएट5ऊप्त प्राप्त होता है। 
क्या यह सम है ? (ब्यों ?) | 
.... पुनः, आइए आठ कोणों 8058, £08,..., जोर छ0# को समद्विभाजित 
करें और मान लें कि ये समद्विभाजक वृत्त को क्रम: बिंदुओं ॥,3,<॥ ४, १,९ 
और ? पर मिलते हैं। आइए / को ! से, । को ए से...., और गंत में ? को 
हु रे ३ । हमें 6 भूजाओं वाला एक बहुभज त्राप्त होता है। क्‍या वह सम 
? (क्यों?) 
आइए इस 6 भुजाओं वाले बहुभुय पर एक अम्य दृष्टिकोण से पिचार 
करें। इसको भुजाएँ वृस्त के कितना निकट हैं ? जहुत ही विकट। फिर, माग 
न 
#% वदि किसी वहुचुअ के सभी शौर्य एक युत्त पर श्वित् हों, तो गह वयुबुय. 
"इस दत्त के अंतर्गत कहा जाता है। ह 
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आकृति 47.3 


लीजिए कि हम 0 पर बने सभी 6 कोणों को समद्विभाजित करते हैं और 
समद्विभाजकों को वृत्त पर मिलने देते हैं। यदि हम वुत्त' के 32 बिदुओं (6 पहले 
वाले बिंदु और 6 नए ग्राप्त हुए हैं) में से प्रत्येक क्रागत दो बिदुओं को मिलाएँ, 
तो हमें वृत्त के अंतर्गत 32 भुजाओं वाला एक बहुभुज प्राप्त होता है। क्‍या .यह्‌ 
भी सम होगा ? हाँ । यह बहुभुज हमारी आकृति में नहीं दिखाया गया है क्योंकि 
इस बहुभुज की 32 भुजाओं को इस प्रकार दिखाना सम्भव नहीं है कि वृत्त पर 
इनके तदनुरूपी चाप जोर ये भुजाएँ स्पष्ट रूप से अलग-अलग दिखाई दें। यह 
बहुभुज पहले वाले बहुभुजों से भी अधिक वृत्त के निकट है । 
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हम इस प्रक्रिया के बार-बार दोहराए जाने की कल्पना कट सकते हैं | उस 
धकार हमें 4, ४, ॥0 32, 04, ॥20,.. .मजाओं वाले सम वहुभुज प्राप्त ह्ते हैं 
जो कि सभी बत्त के अंतर्गत. हैं और प्रत्येक अपने से पहले वाले वहुभुज की अपेक्षा 
वुत्त के अधिक निकट है। इन बहुंभूजों के क्षेत्रफलों के विषय में आप क्या सोचते 
| ? और इनके परिसापों के विषय में आप वेया सोचते हैं ? कया हम देख सकते 
हैं के उपरोक्त प्रक्रिया के प्रत्येक चरण के याथ इनके क्षेत्रफल और परिभाष 
दोमों ही वृत्त के क्षेत्रफल और परिमाप के निकट और निकटतर होते जाते हैं ? 

इन बहुभुजों की अंतः त्रिज्याओं के विपय में आप क्‍या सोचते हैं ? जैसे- 
जैसे भुजाओं की संख्या बढ़ती जाती है बैसे-वैंस विभुज जिनमें बहुभुज विभा- 
जित किया जाता है, पतले तथा और अधिक पतले होते जाते हैं। क्या हम कह 
सकते हैं कि प्रत्येक चरण के साथ अंतः तिज्या वृत्त की ब्विज्या के निकटतर होती 
जाती है ? | 

इस प्रकार क्या हम देख सकते हैं कि वृत्त का क्षेत्रफल सम बहुभुज के 
क्षेत्रफल में अंतः तिज्या को वत्त की तिज्या से और बहुभुज के परिसाप को 
वृत्त की परिधि से प्रतिस्थापित करके प्राप्त किया जा सकता है ? हाँ! हम सीख 
चुके हैं कि एक सम बहुभूज का क्षेत्रफल (अंत: त्विज्या परिमाप) का; आधा 
होता है और वृत्त-की परिधिं 2 # 7 होती है । अतः, 

वृत्त का क्षेत्रफलत्स्ड >(726 2व व न्‍्तत ॥7 

हम कुछ उदाहरण लेते हैं । ह “ 

उदाहरण  : एक वृत्त का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए पृजसका व्यास 2.8 
पैं० मी० है। (# तल लीजिए) | 


हल: वृत्त की त्रिज्या--ड्े 2.6 -.4 सें० मी० 
अब, वृत्त का क्षेत्रफलच्ल्ण्प 


, *०१2)८.49<.4; 
है 
#+6.6 
अतः, वृत्त का क्षेत्रफल 6.6 वर्ग सें० मी० है। कल 
उदाहरण 2 : 20 मीटर. तिज्या के एक वृत्ताकार पार्क के चारों ओर 5 


$ 
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मीटर चौड़ी एक सड़क है । !2.60 ० प्रति वर्ग मीटर की दर से सड़क पर 
सारकोल बिछाने का व्यय ज्ञात कीजिए | (८5 #६ लीजिए) 
छुल : सड़क की बाह्य सीमा की ल्िज्या 25 मीठर है. और आंतरिक 
सीमा की ब्विज्या 20 मीटर है। (क्यों ?) ह 
सड़क का क्षेत्रफल -- 25 मीटर दिज्या के वृत्त का क्षेत्र॒फल 
--20 मीटर ब्विज्या के वृत्त का क्षेत्रफल 
- >र्भ 25 » 25)--*(20 ५८20) 
- आ[255--20/) 
“5म[25--20) (25--20) 
(45) « (5) 
स्ा225% वर्ग मीठर 
522» 2 “कं वर्ग मीठर 
अत : सड़क पर तारकोल बिछाने 
का व्यय 


«2253८ ्र :< [2.60 रु० 





स्चठ9[0 रू० . आकृति !.4 
ह प्रबनावली .3 
4. एक वृत्त का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी त्रिज्या निम्न है : 
() 3.5 सें० मो* (॥) 4.2 सें० मी० (॥) 7.7 सें० मी० 
ला लीजिए) ह 
2. दो वृत्तों के व्यास क्रमश: 8 सें० मी० औरं [2 सें० मी० हैं। बड़े वत्त के 
क्षेत्रफल का,छोटे वृत्त के क्षेत्रफल से अनुपात ज्ञात कीजिए 


3. एक वृत्त और एक वर्ग दोनों-का परिमाप 88 सें० मी० है | इनमें से 
:. किसका क्षेत्रफल अधिक है ? सकारण उत्तर दीजिए । 
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4. दो वृत्तों की परिधियाँ क्रमश: 44 सें० मी० और ]0 सें० मी० हैं । 
उनको तिज्याएँ ज्ञात कीजिए और फिर ऊनके क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 

].7 वर्गों की गणना की विधि से क्षेत्रफल मापना ह 
व्यवह्ारिक स्थिति में किसी प्रयोग तथा पर्यवेक्षण के परिणामस्वरूप 
प्रायः ऐसा होता है कि हमें ऐसी बंद वक्त (0४०0५४७४ ८एछा५७) प्राप्त हो जाती 
है जैसी कि आक्ृत्ति .5 में दिखाई गई है। किसी यान्त्रिकीय विधि से भी 





है हा कक हा बे 
॥[[] 
'अिकाआ आह क। 
।2 कक 
हि | हक शतक 
कण कक का झा 


ऐसी वक्र को खींचा जा सकता है| ऐसी वक्त कभी कभी भौतिक रुचि की किसी 
मात्रा को निरूपित करती है तथा हम इसका क्षेत्रफल ज्ञात करना चाहते हैं। 
क्योंकि ऐसी वक्र का आकार अत्यधिक अनियमित होता है, अतः हम ऐसे 
किसी भी सूत्र का प्रयोग नहीं कर सकते जो अब तक हम सीख चुके हैं | परन्तु 
हम नीचे स्पष्ट की गई वर्गों की गणना की विधि (गराशाणत ० ८०प्रातिह 
8प0म्ना९5) से क्षेत्रफल की एक सत्निकट माप ज्ञात कर सकते हैं : 

हम बंद वक्र को ग्राफ पेपर पर अक्स (778०७) करते हैं अथवा पार- 
तर्पात्म गाफ पेणर को वक्त पर रखते हैं। हम जानते हैं कि ग्राफ पेपर प्रायः 
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० मी०, अध॑-सें० मी० तथा मि० मी० वर्गों में विभाजित होता है। हम ऐसे 
०मी० वर्गों की गणना करते हैं जो या तो पूर्ण रूप से वक्त के अंतः भाग में स्थित 
अथवा जिनका अधिकांश भाग वतक्र के अंत: भाग में स्थित है और अन्य वर्गों 
गे छोड़ देते हैं। इन वर्गों की संख्या से हमें वर्ग सें० मी० में वक्त का 
न्निकट क्षेत्रफल प्राप्त हो जाता है। आकृति !.5 में दिखाई गई वक्त के 
नए यह संख्या 8 है। अतः इसका क्षेत्रफल, 8 वर्ग सें० मी० (लगभग) है। 

पाठक ध्यान दें कि यदि हम सें० मी० वर्गों के स्थान पर मि० मी वर्गों 
गे गणना करें, तो हमें प्राय: क्षेत्रफल का अधिक विशुद्ध मान प्राप्त होगा । 


प्रदनावली .4 


. 3.5 सें० भी० की त्रिज्या का एक वत्त खींचिए और वर्गों की गणना की 
विधि से इसका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। इस क्षेत्षफल की तुलना सूत्र 
द्वारा ज्ञात किए गए क्षेत्रफल से कीजिए । 

2. एक त्िभुज की रचना कीजिए जिसकी भजाएँ क्रमशः 4 सें० मी० 
5 सें० मी० और 3 सें० मी० हैं और वर्गों की गणना की विधि से इसका 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । इसकी तुलता सूत्र द्वारा ज्ञात किए गए क्षेत्रफल 
से कीजिए। 

3. अपनी कापी में कुछ अनियमित आक्ृतियाँ खींचिए और उनके क्षेत्रफल 
वर्गों की गणना की विधि से ज्ञात कोजिए । 













| के ०. | मुख्य संकल्पनाएँ 

हीरो का सूत्र ... सम बहुभुज का क्षेत्रफल 
चतुर्भुज का क्षेत्रफल 

अनियमित ऋजुरेखीय वृत्त का क्षेत्रफल 

आकृति का क्षेत्रफल 

फील्ड विधि वर्गों की गणना की विधि 


त्िभुजन की विधि 


एकक अजा 
आयतन और पृष्ठीय क्षेत्रफल 


इस &कक में, हम 'आयतन' और 'पृष्ठोय क्षेत्रफल के विषय में अध्ययन 
करेंगे। हम धनाभों, घनों, लंब पृत्तीय बेलमोँ, संघ वृत्तीय प्ंकुओं और गोलों के 
आयततन तप पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात करना भौ सीखेंगे। 


2. भूमिका 

हम क्षेत्रफल की संकल्पना के विषय में पढ़ चुके हैं और यह भी सीख 
चुके हैं कि कुछ सरल आक्ृतियों जैसे कि आयतों, त्िभुजों, वृत्तों, इत्यादि के 
क्षेत्रफल किस प्रकार ज्ञात किए जाते हैं । हम कुछ सरल ठोसों जैसे कि धवों, 
घनाभों इत्यादि और उनके फलकों, किनारों तथा शीर्षों के विषय में भी पढ़ 
चुके हैं। हम देखते हैं प्रय्येक ठोस कुछ स्थान घेरता है । किसी ठोस द्वारा घेर 
गए स्थान की मात्रा उसका आयतन (१0७९) कहलातो है । साथ ही, किसी 
ठोस के पृष्ठों का क्षेत्नफल उसका पृष्ठीय क्षेत्रफल (5ग्रा।40४ आ८०) फहुलाता 
है। अब हम कुछ सरल ठोसों के आयतनों और उनके पृष्ठोय क्षेत्रफलों के विषय 
में अध्ययन करेंगे । 

किसी ठोस का साइज जिंतना बड़ा होगा उसका आयतन उतना हो 
अधिक होगा। परन्तु जेसा कि रेखाखंडों की लम्बाइयों तथा आक्षतियों 
के क्षेत्रफतों के लिए था, हम केवल देखने मात्र से यह नहीं कह सकते कि दो 
ठोसों में से किसका आयतन अधिक है और कितना अधिक है । अतः हमें आयतन 
के मापत के एक सान्नक की आवश्यकता है। 


42.2 आयतन का सात्रक 
हम एक ऐसे घन के आयतभ््‌्‌ को जिसफी सुजा एक माज़क लम्बाई (पा 
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शाष्टरग) की है, आयतनों के मापन के सानक के रूक में लेले हैं। उद्ाहरणार्थ 
यदि | सें० मी० भुजा के घन को मात्नक लेते हैं तो आयतन का मात्रक [घन 
सें० मी० होगा । (देखिए आकृति [2.!) . . 

इसे संक्षेप में 'धन सें० मी०” अथवा 

'सें० मी ' लिखते हैं। दूसरी ओर, यदि 

] मीटर की भुजा के घन को मात्रक लेते 

हैं तो आयतन का मात्रक | घन मीटर 

होगा । इसे संक्षेप में 'घत मी अथवा 

मी ” लिखते हैं। इसी प्रकार, हमें आकृति ।4.] 

लम्बाई के दूसरे मात्रकों के तदनुरूप आयतन के अन्य मात्नक प्राप्त होते हैं। 
यदि हम॑ अपक्षाकृत छोटे आयतनों को माप रहे हैं तो हम ! घन मि० मी० को 
आयतन के मात्नक के रूप में लेते हैं। अपेक्षाकृत बड़े आयतनों के लिए हम | घन 
कि० मी० को मात्रक के रूप में लेते हैं । 


42.3 घत्ाप्न का आयतन 


जब आप छोटे थे तो शायद आपने लकड़ी अथवा प्लास्टिक के बने घना- 
कार ब्लाकों से खेल। होगा । आइए | सें० मोौ० को भूजा के 24 समान घन 
(८०४७४) लें और उन्हें इस प्रकार मिला कर रखें कि एक घनाभ बन जाए। इन 





(॥ 
आह्ृतधि 72-2 
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(॥) 
आकृति 42.2 


घ॒नों से हम कितने भिन्‍त घनाभ बना सकते हैं ? बहुत से | ऐसे तीन घनाभ 
आकृति 2.2 (), (॥) और (।0) में दिखाए गए हैं। 

इनमें से प्रत्येक धनाभ के आयतन के विषय में हम क्या कह सकते हैं? 
क्योंकि इनमें से प्रत्येक घनाभ 24 मात्नक घनों (पाांह ०7७८४) को मिलाकर 
बनाया गया है, अतः प्रत्येक का आयतन भायतन के 24 मात्नकों (घन मात्नकों) 
के समान अर्थात्‌ 24 घन सें० मी० है। 


बआायतन और पृष्ठीय क्षेत्रफल टेवा 


उपरोक्त आक्ृतियों में प्रत्येक घनाभ की लम्बाई (/), चौड़ाई (9) और 
ऊँचाई () तथा इनके गुणनफल />< ><॥ के विषय में आप क्या सोचते हैं ? 
भाकृति (३) में, /54, 0-53, ॥-2 तथा /१९७)२॥ ७24 है । 
आक्ृति (॥) में, [६ 6, 054, ॥-- तथा //८9:२॥-524 है। 
आकृति (ग॥) में, //06, 052, ॥ल्‍2 तथा /२८०9::॥ --24 है । 

इस प्रकार, हम देखते हैं कि उपरोक्त तीनों आक्ृतियों में प्रत्येक घनाभ 
की लम्बाई, चौड़ाई, और ऊँचाई का गुणनफल 24 है जो कि घनाभ में आयतन 
के मात्रकों (घन मात्रकों) की संख्या के बराबर है। 

24 मसांत्रक घनों से हम और कितने भिन्‍न घनाभ बना सकते हैं ? तीन ऐसे. 
घनाभ और हैं जिनकी विमाएँ ((70॥90758) क्रमशः 8::3)<८, 2%८29८ ] 
और 24:< | »९ हैं | इनके अतिरिक्त अन्य सभी घनाभ अब तक बनाए जा 
चूके छः घनाभों से लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई को बदल फेर कर बनाए जा 
सकते हैं। एक ऐसा घनाभ बनाना जिसकी लम्बाई ), चौड़ाई | और ऊँचाई 
24 है, अति रुचिकर होगा । इसमें कुछ संतुनन की आवश्यकता है । इन सभी 
स्थितियों में हम देखते हैं कि तीनों विभाओं का गुणनफल 24 है जोकि घनाभ 
का आयतन है। 

हम मात्रक घनों को किसी और संख्या उदाहरणार्थ, |2, 6, 20, इत्यादि 
से भी आरम्भ कर सकते हैं। प्रत्येक स्थिति में हम देखते हैं कि इस प्रकार वनाए 
गए घनाभ की लम्बाई, चौड़ाई और ऊंचाई का गुणनफल घनाभ के आयतन में 
घन मात्रकों की संख्या के समान है । 

अतः हम कहतें हैं कि घनाभ का आयतन* ५ 

४-])८9:<॥ घन मसात्क 
जगेता है, जहाँ ।, 9 और ॥ साब्रक क्रमश : घनाभ को लम्बाई, चोड़ाई तथा 
ऊषाई (गहराई) हैं । 

टिप्पणी  : घनाभ की लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई एक ही माक्रकों में 
होनी चाहिए । इस प्रकार, यदि लम्बाई सेंटीमीटरों में है तो चौड़ाई और ऊंचाई 
भी संंटीमीटरों में होनी चाहिए। तब आयतन घन सेंटीमीटर में होगा । 


#उपरोक्त सूत्र तब भी सत्य है जब / 8 और ॥ पूर्ण संघ्याओं के अतिरिक्त अन्य 
संख्याएँ हैं । 


यह गणित 
टिप्पणी 2 : आपको सादे होगा कि घत एक विशेष प्रकार का घनाभ 
होता है जिसके सभी किनारे (८02९४) समान होते हैं, अर्थात्‌ जिसकी लम्बाई, 
चौड़ाई और ऊँचाई ' समान होती हैं। इस प्रकार /मात्रक भुजा वाल धन का 
आयतन ४ 
वन )5 5 / |) घन सातक होता है । 
टिप्पणी 3 : अब हम ऐसे प्रश्नों का उत्तर दे सकते हैं जेसे कि “एक घन 
सें० मी० में कितने'घन  मि० मी० होते हैं ?” एक घन सें० मी० एक ऐसे घन का 
 आग्रतन है जिसकी भुजा | सें० मी० अर्थात्‌, ।0 मि० सी० हैं। इस प्रकार, घन 
मि० मी में इसका आयतन [0% 0> ]0 घन मभि० मीण० अर्थात्‌ 3000 घन 
मि० मी०. हैं | श्य प्रकार, 
| घन सं॑० सी०- 000 घत समि० सी०>- 0* घन सि० सौ० 
इसी प्रकार, हमज्ञत्त कर सकते हैं कि 
] घन कि० भो०5-000000000 चच मी ० -- 0" घन भी० 
4 घन मी ० -- 000000 घन सें० सी०--0" घन सें० मी० 


द्रवों (॥0५0$) के आयतन मापने के लिए हम प्रायः ! घन सें* मी० के 
लिए मिलीलीटर शब्द का प्रयोग करते हैं। साथ ही । लीटर--000 मिली 
लीटर और । किलोलीटर -- 000 लीटर होता है। इस प्रकार, हमें निम्न 
सारणी प्राप्त होती है : 


4 किलोलीटर (कि० ली०)--१000 लीटर (ली०) 
| लीटर--000 मिलीलीटर (सि०.लो०)-000 घन सें० मी० 


कोष्ठकों में दिए गए शब्द विभिन्‍न मात्नकों के संक्षिप्त रूप हैं । 
2.4 घनाभ का पुष्ठीय क्षेत्रफल 


हम सीख ,चुके हैं कि एक घनाभ, उदाहरणार्थ आक्ृति 2.3 में 
२38९98ः67, के छः फलक होते हैं जो समांतर सर्वांगसम आयतों के तीन 


आयतयत जीर परस्योक क्षेत्रफल ज्यफ 


बग्म #800, ॥#0त; #छागट, 


६ ५ 
(दान; और. &9्ाए, र्८छ ही 
8९८07 बनाते हैं । इन फलकों | ्थि 
से घनाभ का फ्द (प््माजिएए 9 50 न्छ 5 
छ धीछल लएंत) बनता ॥£ | इस .ट 6. 2 


फलमों का सम्पूर्ण क्षेत्रफले घनाम का बा ि नर 
सम्पर्ण पृष्ठीय  क्षेश्नफनल. (छ्त08 ;क्‍ 
इप्लाव्रए९ आ९4) अथवा संक्षेप में पृष्ठीय 
क्षेत्रफल है । 





आकृति ॥2. 2, 
यदि घनाभ को माल लीजिए/जः भमज पर इस प्रकार रखा जार कि फलक 
27209 को सेंज पर हिका दव। जाता है, ता 83५:) घनाआझई का आधार 
कहलाता है। इसके सामने का फलक उपरि भाग तथा अन्य चार फलक पाश्वोय 
फलक (उन्‍्वाशयों 8८05) कहलाते हैं । पाश्वोष फलकों का क्षेत्रकल घताभ का 
पाइवीय पृष्ठ क्षेत्रफल (लाएं 5प/8९९ ॥7९७) अथवा संक्षेप में पाइ्योयू 
पृष्ठ (ञशक्षों डप्राश९७) कहलाता है । हु 
यदि घनाभ की लम्बाई: &8--/ मात्रक, चौड़ाई --.»70 -9 मसात्रक : 
ओर ऊंचाई -- ७8  मात्रक हो, तो घनाभ का सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल $ 
निम्न होगा : * 
$--फलकों के तीनों युग्मों के क्षेत्रफलों का योग 
5529 //८ 9--2 2८ 9 <7--2 >(॥ >< 
#52(] 2८9 --7 >८॥--॥ ><]) वर्ग साद्क 
पारर्वीय पृष्ठ का क्षेत्रफल / निम्न होगा : 
८:29 चौड़ाई ५८ ऊंचाई +-2 »< ऊँचाई »< लम्बाई 
उ८+2(09८7--7 ८ /) वर्ग मात्रक 
नज्टी (0--) ॥ वर्ग मावका .. 
इस सुत्न का प्रयोग एक कमरे की चारों दीवारों का क्षेत्रफल ज्ञात करने 
किया जा सकता है। 
टिप्पणी : एक घन के लिए हम जानते हैं कि 
(5055 ->& (मान लीजिए) 
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अतः, एक घन का पष्ठीय क्षेघ्कल किं--6 & बग मात्क उथा हा 7 
पादर्वोय पृष्ठ क्षेत्रफल ॥--4 8? वर्ग मात्तक होगा । 
हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 5 
उदाहरण 7 : एक टंकी का आयत्तन (घारिता) लीट्रों में ज्ञात कीजिए 
यह लम्बाई, चौड़ाई और गहराई क्रमश: 6.3 मीं०, 4.5 मी० और 3.6 
० हैं। 
हल : टंकी का आयतन5-6.3 १८ 4.5 ५3.6 घत मी० 
#+02.06 घन मी० 
८८ 02.06: 0* घन सें० मी० 
-+02.069८0* लीटर (क्यों?) 
5 [02060 लीटर 
इस प्रकार, टंकी की धारिता 02060 चींटर है । 
उदाहरण 2 : उस घन का आयतन ज्ञात कीजिए जिसका सम्पूर्ण पृष्ठीय 
क्षेत्रफल 50 वर्ग मी० है। 
हल : मान लीजिए घन के एक किनारे की लम्बाई & है । तब सम्पर्ण 
पृष्ठीय क्षेत्रफल 64! होगा जो 50 वर्ग भी० दिया हुआ है | 
| अतः, 647--50 अथवा ७४१--25 अथवा 8--5* 
अतः, घन का किनारा 5 मी* है । 
इस प्रकार, घन-का आयतन +-&--5* घन सी०--25 घन मी ० 


उदाहुर” * एक कमरे की लम्बाई और चौड़ाई क्रमश: 5 भी० और 
4 मीण हैं तथा ऊँचाई 3 मी० है । 0.50 रु० प्रति वर्य मी० की दर से इसकी 
दीवारों गौर  ““क क्रत पर सफंदी कराने की लागत ज्ञात कीजिए । 
हल : | 5 दीवारों का क्षत्रफल"-2 (5-4) 3 वर्य मी० 
रू|्54 बसें मील 
छत का क्षरएल्‌८८5 ७८ 4-- 20 वे भी ० 
अतः, सम्एण क्षत्षफल जिस पर सफेदी की जानी है 
5 54-- 20--74 वर्य मी० 
अतः, सफदी की लागत--0.50 9८74 रुू> 
स्ञ्ठा ६] 


, क्या 8, -- & के समान हो सकता है ? 


पु. 
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प्रइनावली 2.] 
एक घनाभ का आयतन तथा सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी 
लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः निम्न हैं: 
() 2]0 मि० मो०, 543 मभि० मी०, 2560 मि० मी० 
(7) 2 सें० मी०, 80 सें० मी०, 8 सें० मी० 


(9) 6.5 सें० मी०, 8.4 सें० मी०, !2.7 सें० मी० 


जे 


| 


(7४) 8.5 मी०, 8.3 मी०, 2.9 मी० 
(५) 8 मी०, 70 सें० मी०, 90 सें* मी ० 


* एक घन का आयत्तन घन सें० मी० में और पृष्ठीय क्षेत्रफल वर्ग सें* भी० 


में ज्ञात कोजिए जिसके किनारे की लम्बाई निम्न है: 
() 5 मि० मी० (#) 2.5 सें० मी० (78) 2.6 मी० 
(४) ॥.72 मी> 


. एक घन के आयतन में क्‍या वृद्धि होगी यद्वि इसके किनारे की लम्बाई 


]00 सें० मी० से बढ़ाकर 0। सेंन्भी० कर दी जाए ? इसके पृष्ठीय क्षेत्र- 
फल में क्या वृद्धि होगी ? 


- एक घन के आयतन में क्या परिवर्तन होगा यदि इसके किनारे की 


लम्बाई 
() दुगुनी कर दी जाए? (7) आधी कर दी जाए ? 
उसके सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल में तदनुरूपी क्या परिवर्तन होगा ? 


.5. 80 सें० मी० लम्बी, 20 सें० मी० चोड़ी ओर 6 मि० मी० मोटी स्टील की 


एक पट्टी (४779) का भार ज्ञात कीजिए यदि स्टील का भार 7.8 ग्रा० 
प्रति घन सें० मी० है| - 


- एक धनाभ्ष की लम्बाई, चोड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 00 सें० मी०, 80 


सें० मी० और 64 सें० मी० हैं । एक ऐसे घन के किनारे की लम्बाई ज्ञात 
कीजिए जिसका जायतन इस घवाभ के आयतन के समान हैं। 


. एक धनाभ की लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 64 सें० मो०, 27 


सें० मी० और 8 सें० मी० हैं। इसका सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल समान 
आयतन के एक घन के सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल से कितना अधिक है ? 
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. समतल छत वाला एक आयताकार कोठार (8क77) 0 मी० चौड़ा, 5 


भी० लम्बा और 5 मी० ऊँचा है। इसके अन्दर, बाहर और आंतरिक 
छत पर पेम्ट किया जाना है परन्तु फर्श अथवा बाहरी छत पर नहीं। पेंट 
किया जाने वाला कुल क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 


एक कमरे की दीवारों और आंतरिक छत पर सीमेंट से पलस्तर किया 


जाना है। इसकी लम्बाई और चौड़ाई क्रमश: 4.5 मी० और 3 मी० हैं 
तथा ऊंचाई 3.5 सी० है। कमरे में 0.75 मी० चौड़ी और .25 मी०७ 
ऊँची दो खिड़कियाँ हैं तथा 0.90 भी० चौड़ा और 2 मी० ऊँचा एक 
दश्वाजा है। वह क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिस पर पलस्तर किया जाना है 


एक आयताकार सम्रांतरषट्फ़तक (घनाभ) की लम्बाई, चौड़ाई और 
ऊँचाई [: 2: 3 के अनुपात में हैं और सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल 408 


बचें सें० मी० है । लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई ज्ञात कीजिए 


]4 सें० मी० लम्बी और(0सें० मी ० चौड़ी धातु की एक आयताकार चादर 
के कोनों से | सें० मी० भजा के वर्ग काट कर बिना ढक्‍कन का एक बक्‍्स 
बनाया जाता है। दिखाइए कि बकस का आयतन' 405--4997--4 
घन सें० मी० है । 


| 


॥2.5 लम्ब वरत्तीय बेलन का आयतंत तथा पष्ठीय क्षेत्रफल 


देनिक जीवन में हम अनेक वस्तुएँ देखते हैं, उदाहरणतया, पाइप, टीन के 


डिब्बे, इंत्यादि जिनके फलक आयताकार नहीं होते । वे ठोसों की उस श्रेणी में 


आते हैं जिन्हें लम्ब वृत्तीय बेलन(गंशा। 
ल्ंगल्णेत्रा' टशांग्रतेंश5$) कहा जाता है । 
(देखिए औकृति 2.4) हम देखते हैं 
कि एक॑ .लम्ब वृत्तीय बेलन के सिरे . 
(आधार) . सर्बोगसम वृत्त हैं और इन 
क्षत्तों के केन्द्रों 0 और (0. को मिलाने 
वाली रेखा दोनों सिरों पर लम्ब है। 
रेखा 00” बलन की अक्ष (बचांड ० 


४ ०] 





८एंधत8) फहलाती है और 


रेखाखंड 00' को लम्बाई, मान _ आक्वति 2.4 
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लीजिए 9, बेलन की ऊँचाई अथवा लम्बाई कहलाती है । प्रत्येक वु्तीय सिरे दी 
ह्विज्या, (१५०-- 0'(:' -- 7 (मान लीजिए) बेलन की लिज्या कहलाती है । 

हम पहले हो स्लरीख धुके हैं कि एक धनाभ का आयवतन ४५ निम्न सूत्र द्वारा 
प्राप्त होता है: । 

५--)८४७ & ॥5- (89८७9) १८॥ 
अर्थात्‌, आपतन-- (आधार का क्षेत्रपल) :८ ऊंचाई 

यह सूत्र एक लम्ब वृत्तीय बेलल के आयतन के लिए भी सत्य* है। यहाँ. 
आधार 7 ल्विज्या का वृत्त है। अतः, इसका क्षेत्रफल #7* है । 

भत्ते, लम्ब वृत्तीय बेैलन का आयतन ५ निम्न है: 

४-२१ ॥ घत मात्षक 


. अब. हम बेलन के पृष्ठीय क्षेत्रफल पर विचार करते है। हम देखते हैं कि 
इसका पारश्वीय पृष्ठ वक्तित (९४४८०) है । इस पृष्ठ का क्षेत्रफल वक्त पृष्ठ का 
क्षेत्रहल (बाएं ७ ह९ 0प्राए८ए0 हरा५९०) अथवा संक्षेप में, लम्ब वृत्तीय बेलन 

का चक्र पृष्ठ (लार९0 5चछाश९९ ण ही8 ग्रशा। लाएपोशः ९्ा0श) कहू- 
लाता है। न्‍ 

बक्त पृष्ठ को निर्धारित करने के लिए, आइए कल्पना' करें कि पृष्ठ पर 
बेलन की अक्ष के समांतर एक रेखा के अनुदिश बेलन को काटा जाता है और 
कटे हुए पृष्ठ को एक संमतल पृष्ठ के रूप में फला दिया जाता हैं। हम कया प्राप्त 
करते हैं ? हम एक आयत प्राप्त करते हैं। हम देखते हैं कि इस आयत की 
एक भुजा लम्ब वृत्तीय बेलन के आधार की परिधि के समान है। इस आयत की 
दूसरी भुजा के विषय॑ में आप क्या समझते हैं ? हम देखते हैं कि इस आयत को 
दूसरी भूजा बेलन की ऊँचाई के समान है। इस प्रकार, लम्ब वृत्तीय बेलन के 
वक़ पृष्ठ** का क्षेत्रफल (? निम्न है : 

(१-> उपरोक्त आयत का क्षेत्रफल 
नतएक भुजा >८दूसरी भुजा 


+हुस कथन की उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा के बाहर है । 

कककक्षा में क्रियाकलाप हेतु सुझाव : 20 सें० मी० लम्बा और 8 सें० मी० चौड़ा 
या किसी अन्य सुविधाजनक साइज् का एक जायताकार काग्रज लीजिए.) इसे 
मोड़कर खुले सिरों वाला एक बेलल बनाइए । इस बेलन का व्यास मापिए ओर 
बकर पृष्ठ के क्षेत्रफल के लिए उपर्युक्त सूत्र की जाँच कौजिए | 
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#वृत्तीय आधार की परिधि »< ऊँचाई 
ह बन्द गएी। वर्ग सालक , 
स्पष्ट है कि, यदि हम वक्त पृष्ठ के क्षेत्रफल में दोनों सिरों का क्षेत्रफल 
जोड़ दें तो हमें लम्ब वृत्तीय बेलन का सस्पुर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल प्राप्त हो जाएगा । 
इस प्रकार बेलन का सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल $ निम्त है : 
$8<- गा -- 277 
न्‍न्‍्टेगए (7-+-) बर्ग सान्रक 
हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण | : एक बेलन का आयतन, वक्त पृष्ठ का क्षेत्रफल त्था सम्पूर्ण 
पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी ऊँचाई और आधार की त्रिज्या क्रमशः 4 


सेंग्मी० और 4 सें० मी० हैं। (7--<#ै लीजिए) 


हल : आयततन ॑+ शाॉंवी +र क्र 247८4 2८ 4 घन सें० मी० 


5704 घन सें० मी० 
वन्र पृष्ठ का क्षेत्रफल-+2गा 
च्-2 अक >4>८4 वर्ग सें० मी ० 
>६352 वर्ग सें० मी० 
सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल जन्वक्र पृष्ठ+दोनों सिरों का क्षेत्रफल 
सच2गण 0+-2पघ7 


न (352--2%< दर ><८49<८4) वर्ग सें० मी० 


न (352-00.57) वर्गे सें० मी० 
न्‍्मथ52.57 वर्ग से मी ० 


उदाहरण 2 : बिना ढककन के एक बेलनाकार बेन की धारिता लीटरों 
में ज्ञात कीजिए जिसके भीतर को त्रिज्या 8.4 सें० मी" और गहराई 20 सें० 
भी० है। यदि बर्तत 2 सि० मी० मोटाई की धातु से बना है, तो बर्तन में लगे 


धातु का आयतन ज्ञात कीजिए । (अन्त लीजिए) 
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हल : बर्तन की शाश्ति_ 
स्अगाश के ए।..। आयतन 


न्व्मधी न [ का ५ 8.49८8,49८20) बन सें० मी० 


-<4435.2 घन सें० सी० 
बत:, बतेन की धारिता 4.4352 लोटर है। ५८ 
पुन: बाहर के बेलन की त्विज्या 8.6 सें० मी० है और उसकी ऊँचाई 
20.2 से० मी० है। (क्यों ?) 
अतः इसका आयतन+- के ८8.6) 8.6 9८ 20.2 घन सें० मी० --4695,4 


घन सें० मी० । इस प्रकार, बर्तन के बनाने में प्रयोग की गई धातु का आयतन 
-+ (4695.4--4435.2) घन सें० भी० 
मू+260.2 घन सें० मी० 
2.6 लग्ब वृत्तोय शंक्‌ का आमतन और पुण्ठीय क्षेब्रफल ह 
देनिक जीवन में हम कुछ वस्तुएं ऐसी भी देखते हैं जेंसे कि आइसक्रीम 

कोन, जोकर की टोपी, इत्यादि । ये ठोसों की उस श्रेणी में आते हैं जिस्हें लम्ब 
बूस्तीय शंक (7900 सा।टशोडा ८०0९5) 
कहा जाता है। (देखिए आकृति 2.5) 
हम॑ देखते हैं कि एक लम्ब वृत्तीय शंक्‌ का 
आधार एक वृत्त है और इस वृत्त के केछ 

(0 को ज्ीर्ष | से मिलाने वाला रेखा- 
खंड. आधार पर लम्ब है । रेखाखंड ](0 
की लम््बाई--॥ (मान लीजिए) शांकु की 
ऊँचाई तथा वृत्त की त्रिज्या + (मान: 
लीजिए) हंकु की त्रिज्या कहलाती है। 
पुन;, शीर्ष को वृत्त के किसी बिन्दु से आकृति 2.5 
' सिलाने वाला रेखाखंड दांकू की तियेक ऊँचाई (छ६ ए_शंशं।/) कहलाती है। 
. आकृति 2.5 में ह(९--).५--/ (मान लीजिए) शंकु की तियंक ऊँचाई है। 

हा देखते हैं कि /१०«--॥ (पाइथागोरस गुण द्वारा जिसे हम जगली कक्षाओं 

पढ़ेंग) । 
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प्रायोगिय* रूप से यह जॉच की जा उकती है कि एक जम्व वृत्तीय शंक्‌ 
का आयतन उसी आधार और उद्ी ऊँचाई ऊ ४क लम्ब वृत्तीय बेलब के आय- 
तन का एक तिहाई होता है । अतः, एक लब्ब पत्तीय शंकु का आयतन ५ निम्न 
द्वारा भाप्त होता है : 
५--] (आधार का क्षेत्र फल) » ऊँचाई 
नर्थातू, ४+-४गा ॥ घन सालक 
जहाँ, 7 गंकु को तिज्या और ॥ उसकी कंचाई है । 
पुन : हम देखते हैं कि एक एक का पाश्वीय पृष्ठ वक्तित है। हम बिना 
उपपत्ति दिए यह कथन देते हैं कि एक लम्ज जत्तीय शक के चक्र पृष्ठ का क्षेे 
फल उसकी लिपंक ऊंचाई और उसके आधांश की परिसायष के आधे का 
गृणनकल होता है । इस प्रकार, वक्र पृष्ठ का क्षेव्रफत (? निम्न है : 
(०-2 (2ग) --गं वर्ग मातक 
जहाँ, । शंकु को. लिज्या ओर । उसकी तियंक ऊँचाई है । 
स्पष्ट है कि यदि हम॑ बक्र पृष्ठ के क्षेत्रफल में, आधार का क्षेत्रफल जोड़ 
दें, तो हमें शंकु का सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल प्राप्त होता है । इस प्रकार, 
शंकू का सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल 8 निम्न है: 
कि व्|ात -- रस | 
सम (+-॥) वर्म साम्रक 
हम एक उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण : एक लम्ब वृत्तीय शक, जिसकी जल्लिज्या 7 सें० भी० और 
ऊँचाई 24 सें० मी० है, का आयतन, वक्त पृष्ठ का क्षेत्रफल और सम्पूर्ण पृष्ठीय 


>> 22 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए ।( # ++ठ्र लीजिए ) 
#कक्षा से क्रियाकलाप हेस सुझाव : एक श्ोखला लम्ब बृत्तीय बेसन ओर उसी 


आधार ओर ऊँचाई का एक सम्ब बृत्तीय शंकु लीजिए । शंकु को पानी (अथवा 


रेत) से भरिए तथा इसे बेलन में डाल दौजिए । ऐसा तीन बार कीजिए । आप 
कया देखते हैं ? ह 
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हल : आयततन +> हँपा शी 
] 22 
हल आज का ४4924) घन सें० मी० 
<+ ]232 घन सें० मी० 
अब, कह 
न ५/व5 4576 
२-१/6?5 
25 
अर्थात्‌, शक की तियक ऊँचाई 25 सें० मी० है । 
गन बक पष्ठ का क्षेत्रफल - सई 


2<,८7)<25 कशी सें० मी० 


नल 
550 वर्ग <» मौ० 

सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल काप+श* 
+550+ >#>% 


न | (550-+-54) वर्ग सें० भी ० 
>|704 वर्ग सें० मी » 


2.7 गोले का आयतन और पृष्ठोय क्षेत्रफल 
हमु गोलों (5६॥९४९७) से पहले ही परिचित हैं । ऐसे ठोस जैसे कि फुटबाल, 
क्रिकेट बाल, इत्यादि गोलों के उदाहरण हैं। जैसा कि वृत्त के लिए होता 
है, गोले का प्रत्येक बिंदु एक निश्चित बिदु से समदूरस्थ होता'है । यह निश्चित 
बिदू गोले का केन्द्र कहलाता है । स्थिर दूरी उसकी बिज्या कहलाती है। 
अब हम बिला उपपत्ति दिए एक गोले के आयतन तथा पृष्ठीय क्षेत्तफल 
के सूत्रों के कथन देते हैं । ह 
एक गोले का आयततन ४ निम्न है. 
0४--३%* घन मात्तक 
'एक गोष्कैका पृष्ठीय क्षेत्रफल $ मिस्‍्न है : 
5-4 बर्गं मालक 
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. जहाँ; गोले की बिज्या है । 

हम एक उदाहरण ले हैं। ;ल्‍ 

उदाहरण .- 2.3 मी० त्विज्या के एक गोले का आयतन और पृष्ठीय 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । (४ 5-३3.4 लीजिए) 


हल : आयतन <+-थिर ++ (42६3-4/2.3/ 2.3 2.3) 
20% 8 ##%ए४/ ७४ बा 
+-50.9397 घन मी ० 
पृष्ठीय क्षेत्रफल --4कन +- (4 »८ 3.4 ५८ 2.3 .८ 2.3) वर्ग मी ० 
++66.4424 वर्ग मी० 
प्रदनावली /2.2 


[. एक लम्ब वृत्तीय बेलल का आयतत, बक्र पृष्ठ का क्षेत्रफल और 
सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी ऊँचाई और ल्विज्या 


क्रमशः नीचे दी गई हैं। (+ बल लीजिए). 


(0) 7.9 सें० मी०, 4.5 सें० मो० (#) .4 मी०, 0.35 मी ० 
(॥) 20 मि० मी०, 77 मि० मी० 

2. एक लम्ब वृत्तीय शंकु का जायतन और सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए जिसकी ऊँचाई और त़िज्या क्रमशः नीचे दी गई हैं । 


( समन लीजिए) 
() 240 मि० मी०, 70 मि०्मी० (#) 4 सें० मी०, 0.5 सें०मी ० 
(00) 2 मी०, 28 मी ० 
3. एक गोले का आयतन और पुृष्ठीय क्षेत्नफल ज्ञात कीजिए जिसकी 
त्रिज्या नीचे दी गई है। (+-- लीजिए) 


() 5.6 सें० मी० (॥) 7.7 मी० (॥) 7 मौ० 


॥2. 
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» एक लम्ब वृत्तीय शंक्‌ के वक्त पृष्ठ का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसको 


ऊँचाई और त़िज्या क्रमशः |2 सें० मी० और 5 सें० मी० हैं । 
(४ -:3.]4 लीजिए) 


. दो ग्रोलों की तिज्याएँ ।:4 के अनुपात में हैं। उनके पृष्ठीय क्षेत्रफलों 


की तुलना कीजिए 


. एक गोले का पृष्ठीय क्षेत्रफल 44 # वर्ग सें० मी० है। इसका आय- 


तन ज्ञात कीजिए । 


- बिना ढक्‍कन का एक बेलनाकार बर्तन धातु की एक चादर का बना 


हुआ है । यदि बतंन की लम्बाई 48 सेंग्मो० और व्यास 28 सें० मी ० 
है, तो वाँछित धातु का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । (करू लीजिए) 


. यह मानते हुए कि पृथ्वी 6400 कि० मी० व्विज्या का एक गोला है 


इसका आयतन और पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 


. एक बेलनाकार टंकी की धारिता 540 घन मी ० है और इसके आधार. 


का व्यास 4 मी० है। टंकी की गहराई ज्ञात कीजिए । 
(75 लीजिए) 


. एक लम्ब वृत्तीय शंकु के आधार का क्षेत्रफल 28.26 वर्ग मी० है। 


यदि इसकी ऊँचाई 4 मी० है, तो इसका आयतन तथा बक्र पृष्ठ का 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए ।(--३3.]4 लीजिए) 


* बृहस्पति का व्यास पृथ्वी के व्यास से ।] गुना है। बृहस्पत्ति के आय « 


तन का पृथ्वी के आयतन से अनुपात ज्ञात कीजिए । 


एक गोले के आयत्तन और पृष्ठीय क्षेत्रफल में क्‍या परिवतंन होगा 
यदि उसकी त्रिज्या 
() दुगुनी कर दी जाए ? (7) आधी कर दी जाए 
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3. यदि $ एक गोले के पृष्ठीय क्षेत्रफल के (अंकीय) माप को तथा ४ 
इसके आयतन के माप को प्रदर्शित करता है तो दिखाइए कि 
95-36,9 है । 

84. एक अछे उाकार/ बरतने (009!) का. सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए जिसकी त्िज्या 6.3 सें० मी० है । [ शव रा लीजिए ) 


5. ग्ंकु के आकार के एक तम्बु के आधार की त़िज्या 5 मी० हैं। यदि 
तम्बु [2 मी० ऊँचा है, तो तम्बु में लगे कपड़े (080५8) का क्षेत्र- 
फल ज्ञात कीजिए । तम्बु के भीतर की वायु का आयतन भी ज्ञात 
कीजिए । (#753.|4 लीजिए) 

*[6. एक लम्ब वृत्तीय बेलन की तिज्या और ऊँचाई क्रमशः 4.2 सें० मी० 
और 5.6 से० भी० हैं। बेलन धातु कां वना हुआ है। इसे पिघलाकर 
एक गोले में परिवर्तित किया जाता है । गोले की त्िज्या ज्ञात कीजिए | 


(- मनी 


ुंड ह | संकल्पनाएँ 


आयतन सम्पूर्ण पृष्ठ 
आयतन के मात्रक. घनाभ - ] 


पृष्ठीय क्षेत्रफल घन का आयतन 
पार्वीय पृष्ठ लम्ब वृत्तीय बेलन 
वक्र पृष्ठ लम्ब वृत्तीय गंकू. | 


गोले 4 पृष्ठीय क्षेत्रफल 


तथा 





#शदि एक गोले के बीच में से काट कर दो समान भाग कर दिए जाएँ, तो प्रत्येक ., 
भोग एक अर्घध गोला (॥6्रांपतश ९) कहलाता है। ह 


एकक #.ा 
यथा प्राप्त आँकड़े और उनका अंकगणितीय माध्य 


इस एकक में हम यधा प्राप्त आँकड़ों और उनके अंकगणितीय माध्य के विषय 
में सीखेंगे | अंकणितीय माध्य के कुछ महत्वपूर्ण गुणों को दर्शाया गया है और 
दे निक जीवन से क्षिया-कलापों से परिपूर्ण कुछ उदाहुरण बिए गए हैं।..._ 


3.] भूमिका 


पिछली कक्षाओं में हम पहले हो यहूं सीख चुके हैं कि दी गई सूचना 
अथवा आँकड़ों को चित्रालेखों, दंड-चार्टो अथवा दंड-आलेखों द्वारा किस प्रकार 
निहूपित किया जाता है। हमने किसी दी गई सूचना को सारणियों के रूप में 
भी निरूपित किया था। अपने दैनिक जीवन में हम प्रायः समाचार पत्तों, पत्ि- 
काओं, बुलैटिनों, इत्यादि में आलेखों तथा सारणियों को देखते हैं। इन भालेखों 
और सारणियों द्वारा हम एक ही दृष्टि में सूचता के विषय में जानने में समर्थ हो 
जाते हैं। ह 


आइए मान लें कि हमारी यह जानने में रुचि है कि एक कक्षा के 20 
विद्याथियों में से पिछली वार्षिक परीक्षा में गणित में अधिकतम अंक किसके 
थे तथा न्यूनतम अंक किसके थे। और भी बहुत सी सूचताओं के विषय में 
हमारी रुचि हो सकती है, जैसे कि कितने विद्यारथियों के अंक 60 या इससे अधिक थे 
तथा इन 20 विद्याथियों के अंकों का औसत क्या था, इत्यादि, इत्यादि । हम वॉछित 
जानकारी कैसे प्राप्त करते हैं? हम 20 में से प्रत्येक विद्यार्थी से पूछते हैं कि 
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. पिछली वार्षिक परीक्षा में उसके गणित में अंक कितने थे। आइए मान लें कि 
इन 20 विद्यार्थियों के (00 में से) निम्नलिखित अंक थे : 
45, 56, 6, 3, 56, 33, 70, 6], 76, 36, 56, 59, 64, 56, 88, 


28, 56, 70, 64, 74 


उपरोक्त उदाहरण में प्रत्येक विद्यार्थी से प्राप्त की गई सूचना एक प्रेक्षण 
(०05४०) कहलाती, है। आरम्भ में प्राप्त किए गए ऐसे प्रेक्षण यथा प्राप्त 


आँकड़ें (89 029) कहलाते हैं । 


हम इन 20 विद्याथियों के नामों की सूची बना सकते हैं और उनके नामों 
के सामने, निम्नतम से आरम्भ करके, उनके अंकों को दर्शा सकते हैं। इस प्रकार, 
उपरोक्त सूचना को हम नीचे दी गई सारणी के रूप में व्यक्त कर सकते हैं : 
3.4 : 20 विद्यार्थियों द्वारा गणित में प्राप्त अंक 


नाम 
मनोज 
रघु 
सुन्दर 
रमेश 
हरि 
रजनी 
सुधा 
राजन 
मन्तु 
उमिल 
सोहन 
राम 
अब्दुल 
ञचु 
सोनल 
अरुण 
प्रकाश 
हाय 
रवि 


प्राप्तांक 
28 

3] 

33 

36 

45 

56 

56 

56 


56 
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आइए, अब सारणी 3. को देखें । यह क्या दर्शाती है? सारणी पर 
एक दृष्टि डालने से ज्ञात होगा कि अधिकतम प्राप्तांक 88 हैं जबकि न्यूनतम 
प्राप्तांक 28 हैं। प्रेक्षणों के अधिकतम ओर न्यूनतन्न मानों के अंतर को परिसर 
(79॥286) कहा जाता है। उपरोक्त उदाहरण में अंकों का परिसर 88 --285--60 
है । हम यह भी जानना चाहते थे कि कितने विद्याथियों दे 60 या इससे अधिक 
अंक प्राप्त किए। सारणी में हम ऐसे विद्याथियों की संब्या गिन सकते हैं । 
हम देखते हैं कि 20 में से 9 विद्यार्थियों ने 60 या इससे मधिक श्ंक प्राप्त किए 
हैं। अब, इन 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों का औसत क्या है ? हम इसकी चर्चा 
अगले अनुच्छेद में करेंगे । 
3.2 अंकगणितीय साध्य 

हम औसत के विषय में पिछली कक्षाओं में पढ़ चुके हैं। इसे प्रायः अंक- 
गणितीय माध्य (॥#ंग्रिधआंट ॥८क४ा) अथवा केवल साध्य (0्य्वा)) कहा जाता 
है जिसे प्रायः !/ से व्यक्त किया जाता है। इसके अतिरिक्त और बहुत से 
औसत हैं जिनके विषय में हम बाद में पढ़ेंगे । इन प्रेक्षणों का माध्य ज्ञात करने 
के लिए आपको निम्त नियम याद होगा : 
सभी प्रेक्षणों का योग 
नाध्यत जेक्षणों की संख्या 


उपरोक्त उदाहरण में प्रेक्षणों की संख्या 20 है। अतः, 
28--3 --33+...+70+70+-744-76+-88 
पा आज 2० १८ पक 
ज- _40 
20 
57 
इस प्रकार, 20 विद्यार्थियों के गणित में प्राप्तांकों छा माध्य 57 अंक 
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टिप्पणी : पाठक ध्यान दें कि उपरोक्त उदाहरण में माध्य 57 है, जो कि 
यथा प्राप्त आँकड़ों के सभी प्रेक्षणों से भिन्‍न है । परन्तु यह भी सम्भव है कि 
कभी-कभी माध्य विभिन्‍न श्रेक्षणों में से ही एक हो । 

अब आइए उपरोक्त उदाहरण की एक और तरह से जाँच कर। माध्य 
अंक 57 हैं। यदि हम यह मान लें कि 20 में से प्रत्येक विद्यार्थी के प्राप्तांक 57 
हैं, तो स्पष्ट है कि उनके कुल अंक 57)८20--[40 होंगे । अब, यदि हम 
सारणी 3, में दिए गए उनके वास्तविक अंकों को जोड़ें, तो हम देखते है कि 
उनके कुल अंक भी 40 हैं । इस प्रकार, हमें निम्न गुण'प्राप्त होता है : 


ऊँ 
!. सभी प्रेक्षणों का योग उनके साध्य ओर प्रेक्षणों :की संद्या के गुणन- 
फलों के समान होता है । 


अब हम माध्य के एक अन्य गुण को स्पष्ट करते हैं। आइए, उपरोक्त 
उदाहरण में सभी प्रेक्षणों का उनके माध्य से अंतर ज्ञात करें। हमें अंतरों की 
निम्न सारणी प्राप्त होती है : 


सारणी 3.2: 20 विद्यार्थियों के अंकों (४) के उनके माध्य (६१) से 


अंतरों की सारणी 

अंक साध्य अंतर 
(4) (४) (&--) 
. 28 57 --29 
3] ड 5. --20 
33 .. 57 ++24 
36 ' डा. स््। 
. 45 5 57 ... --।|2 
56 57 न 
56 57 2 « 5] 
5 57 न्‍- । 
56 5्प नह । 
। 


56 : 57 मल 
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5 हि हे 
9... बे + ही 
9| रा थे 
मु ह हु 
रथ जा गे 
70 हक -।-]3 
70 के "5 
74 5/ 7 
76 हि +-]9 
५6 प्रा +34 


रा 


आइए धन चिन्हों बाले सभी अंतरों को जोड़ें। इनका योग ।7 है । 
यदि हम ऋण चिन्हों वाले सभी अंतरों कः जोड़ें, ती इनका योग “-।॥7 है। 
स्पष्ट है कि घन और ऋण अंतरों का योग शून्य है । इस प्रकार, हमें निम्न गुण 
प्राप्त होता है : 

2. सभी प्रेक्षणों के उनके भाध्य से अंतरों का योग श्न्य होता है। 

हम-कुछ और उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण : एक विद्यालय के 8 अध्यापकों की आयु (वर्षों में) निम्न- 
लिखित है : 

32, 4, 28, 54, 33, 28, 23, 33, 37, 40, 36, 35, 3], 43, 20, 
29,30.33.... 

() सबसे बड़े अध्यापक की आयु तथा सबसे छोटे अध्यापक की आयु 

क्‍या हे? 

(।) परिसर क्‍या है ? 

|) इन अध्यापकों की माध्य आयु क्‍या है ? 

हल : () स्पष्ट है कि विद्यालय में सबसे बड़े अध्यापक की आयु 54 वर्ष 
तथां संबसे छोटे अध्यापक की आयु 23 वर्ष है। 

(0) परिसर 54--235-3] है। 

0) --22:-4! अल मम सर 
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6 


वद्ठ 
च््लेव॑ 
इस प्रकार, विद्यालय में [8 अध्यापकों की माध्य आयु 34 वर्ष है । 
उदाहरण 2 : एक पासा*, जिसके छः: फलकों पर | से 6 तक संख्याएँ 
अंकित हैं, ।0 बार फेंका गया और निम्नलिखित परिणाम प्राप्त हुए : 


१ 


फेंके गए पासे का क्रम प्राप्त परिणाम 
पहला | 
दूसरा 4 
तीसरा 2 
चौथा 6 
पाँचवाँ 
छ्ठा 5 
सातबाँ 6 
आठवाँ 3 
नवाँ 4 
दसवाँ 6 

() कौन सा फलक अधिकतम बार आया? 

(॥) माध्य अंक क्‍या है ? 


हल : (]) सारणी दर्शाती है कि वह फलक जिप्त पर 6 अंक्रित है, अधिक- 
तम बार अर्थात्‌ 3 बार आया। 


# पासा एक धन होता है जिसके छः फलकों पर ! से 6 तक 
संख्याएँ (अथवा विदु) अंकित होते हैं, जैसा कि आकृति में दिखाया गया ण 


है । | 
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(0) यहाँ प्रेक्षणों की संख्या 0 है | इस प्रकार, 
(--2/4+2-+6----5-6+3-+4+6 
क्ल्क्च््य्य्य्जक्ट कक 


अतः, पासे को उपरोक्त 0 बार फेंकने से प्राप्त माध्य अंक 4 है । 
उदाहरण 3 : एक गाँव में 24 परिवारों के सदस्यों की संख्या नतिम्न- 
लिखित है : 


6, 8, 6, 3, 2, 5, 7, $, 6, 5, 5, 7, 7, 8, 6, 6, 7, 7, 60, 5, 6, 
6, 8, 4 


() छोटे से छोटे परिवार का साइज़ क्या है? कितने परिवार न्यूनतम 
साइज़ के हैं ? 

([) सामान्यतम (7708: ०0.770॥) परिवार का क्‍या साइज है ? 

() परिवारों का माध्य साइज़ क्या है ? 

(४) माध्य साइज़ से बड़े साइज़ के परिवारों की संख्या क्या है ? 

हल : () आँकड़ों पर दृष्टि डालने से हमें ज्ञात होता है कि गाँव में 


हा का छोटे से छोटा साइज़ 2 है और केवल एक परिवार इस साइज 
का है। 


4) विभिन्‍न साइज्ञों के परिवारों में अधिकतम परिवारों का साइज़ 6 
है। ऐसे परिवारों की संख्या 8 है | इस प्रकार, सामान्यतम परिवार 
का साइज़ 6 है 

(9) परिवारों का माध्य साइज़ निम्न है 

__6--8--6--...6-8+4 
24 


व 
24 
ल्‍्-6 ह 
इस प्रकार, परिवारों का माध्य साइज़ 6 है। 
(९) माध्य साइज़ से बड़े साइज़ के परिवार वे हैं जिकके साइज़ 7 और 
8 हैं। ऐसे परिवारों की संख्या 9 है। 
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उदाहरण 4 : दिल्‍ली में अगस्त [978 के 7 दिनों की वर्षा (मि० मी०) में 
तिम्नलिखित है : 


तिथि. ह वर्षा (सि० मी० में) 
![[ 292 
]2 28.3 
3 25.6 
!4 0.0 
5 4.9 
]6 0,0 
[7 30५5 


(॥) उपरोक्त आँकड़ों में वर्षा का परिसर क्या है ? 
() इन दिलों में वर्षा का माध्य क्या है ? 

(॥) कितने दिन वर्षा साध्य वर्षा से कम हुई ? 
हुल : () परिसर 25.6--0.0-:25.6 भि० मी० है | 


० न > -+-4.9 +-0.0+4- 3.5 
0॥) मध्य बर्षो--227:205+256/0:0+49/:00+5:5 


_59.5 


आप ७-35 


प्र 
न्ू8,5 मि० मी० 
(॥) उपरोक्त आँकड़ों पर दृष्टि डालने से हमें ज्ञात होता है कि 5 दिन 
वर्षा माध्य वर्षा (8.5 मि० मी०) में कम हुई । 

उदाहरण 5 : एक कक्षा के ।2 लड़कों के भार (कि० ग्रा० में) निम्न- 
लिखित हैं : 

48.2, 50, 44 ,5, 49,3, 50.4, 45, 5, 42, 46.8, 48.4, 52, 50.8 

()) माध्य भार ज्ञात कीजिए 


(॥) यदि अध्यापक, जिसका भार 62.5 कि» ग्रा० है, को भी इनमें 


सम्मिलित कर लिया जाए तो माध्य भार क्‍या होगा 
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(0) इन लड़कों में से | लड़का कक्षा से चला जाता है। शेष ।] लड़कों 
का मसाध्य भार क्या होगा यदि उस लड़के का भार 
(क) 50.4 कि ग्रा० है ? 
(ख) 48.2 कि० ग्रा० है ? 
हल : () ।2 लड़कों का माध्य भार 
व 48.2 +-50--44.5 +- ...+-48.4 -- 52-- 50.8 
325 आज अ 7 व ज + 05 
उ7ा&.4 
॥2 
च्-46.2 
इस प्रकार, !2 लडकों का माध्य भार 48.2 कि० आ० है । 
() 42 लड़कों तथा अध्यापक का कुल भार 
<5578.4 कि० आ०-+- 62.5 कि ग्रा० . 
+5640.9 कि ग्रा ० 
अतः माध्य भार 
640.9 
कि 3 
न 49.3 
इस प्रकार, [2 लड़कों तथा अध्ययपक का माध्य भार 49.3 कि० ग्रा० है । 
(ए) (क) 42. लड़कों का कल भार-" 578.4 कि० ग्रा० 
जो लड़का कक्षा से चला जाता है उसका भार>550.4 कि० ग्रा० 
अतः, !! लड़कों का कल भार्‌-578:4 कि० ग्रा०--50.4 कि* ग्रा० 
-5528.0 कि० ग्रा० 
__528.0 
ता 
नन्थई कि० ग्रा० 
(ख) 2 लड़कों का कूल भार+5578.4 कि ग्रा> 
जो लड़का कक्षा से बाहर चला जाता है उसका भार--48.2 कि* ग्रा० 





>70 गणित 


अतः, ।] लड़कों का कुल भार +(578.4--48.2) किग्रा ० 
+5530.2 कि० ग्रा० 


530.2 
| 


न्‍्ः48.2 कि० ग्रा० 
टिप्पणी : पाठक ध्यान दें कि घदि एक प्रेक्षण को, जो साध्य के समान है, 


दिए गए प्रेक्षणों में से निकाल दिया जाए (अथवा उनमें जोड़ दिया जाए) तो 
उनके साध्य पर इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता । 


उदाहरण 6 : एक कारखाने के ।5 कर्मचारियों का औसत मासिक वेतन 
285 #० है। यदि कारखाने के मैनेजर का वेसन भी सम्मिलित कर लिया जाए 
तो औसत 335 रु० हो जाता है । मैनेजर का वेतन क्या है? 
हल : 5 कमेचारियों का कुल वेतन 
+ (285 ,८5) रु० 
ना4275 रु० 
यदि मेनेंजर का वेतन सम्मिलित कर लिया जाए, तो स्पष्ट है कि प्रेक्षणों 
की संख्या 46 हो जाएगी | चूँकि उनका औसत वेतन 335 रु० है, अतः |5 
कर्मचारियों तथा मैनेजर का कूल वेतन । 


++(3359%८6) रु० 
#5360 रु० 
अत:, मैनेजर का वेतन 
न (5360-..4275) रु० 
सन ]085 ० 


इस प्रकार, उत्तका माध्य भार :८ 


प्रशनावली 43. 


. एक विद्यालय 974 में विद्याथियों की प्रारम्भिक संख्या 325 से आरम्भ 
हुआ। 975 में विद्यार्थियों की संख्या 442 हो गई, 976 में यह संख्या 
308 थी और 977 भें यह बढ़कर 650 हो गई । 978 में विद्यार्थियों 


की संख्या 700 थी और 979 में 790 थी । इस सूचना को एक सारणी 
के रूप में दर्शाइए । 
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2. गणित की एक परीक्षा में विद्यार्थियों के निम्नलिखित प्राप्तांक थे : 
8, 72, 90, 90, 86, 85, 92, 70, 7॥, 83, 89, 95, 85, 79, 62 
() प्राप्तांकों का परिसर क्‍या है ? 
(॥) माध्य ज्ञात कीजिए । 


(7) यदि एक विद्यार्थी, जिसमे 62 अंक प्राप्त किए हैं, के अंक बढ़ाकर 
77 ऋर दिए जाएँ तो क्या माध्य पर इसका प्रभाव पड़ेगा ? 


3. ]7 लड़कियों की ऊँचाइयाँ मापी गई और निम्नलिखित परिणाम 
(सें० मी० में) प्राप्त हुए 


43, 48, [35, 50, 28, 39, ]49, [46, ।32, ।5!, 42, 
44, 456, 40, 436, ]42, 33 
(+) सबसे लम्बी लड़की की ऊँचाई क्‍या है ? 
(॥) सबसे छोटो लड़की की ऊँचाई क्‍या है ? 
(४) कितनी लड़कियों की ऊंचाई 40 सें० मी० या उससे अधिक है ? 
(५) माध्य ऊँचाई ज्ञात -कीजिए । 
(५) कितनी लड़कियों की. ऊँचाई माध्य ऊँचाई से कम है ? 


4. दिल्‍ली में नवम्बर 978 के 0 क्रमागत दिनों के अधिकतम दैमिक ताप- 
मान ("( में) निम्नलिखित थे 


32.4, 29.5, 25,7, 26.3, 24.2, 23.4, 22.4, 22.5, 23.3, 22.8 
() किस दिन का तापमान न्यूनतम था ? किस दिन का अधिकतम था ? 
(7) परिसर क्‍या है ? - 
(7) माध्य दैनिक तापमान ज्ञात कीजिए । 

5, कुछ समय की चिकित्सा के पश्चात 5 रोगियों के रक्‍त चापों (मि० मी० 


पारे में) (ग गरगा ॥00एा५) में निम्बलिखित परिव्तेन पाया गया 
3, “50, 0, --, ->5, 0, 2, ---4, 06, 7, >+० -+२ै ०, 44 


इन रोगियों के रक्‍त चापों में माध्य परिवतेन ज्ञात कीजिए । 


22... गणित 


फरवरी 979 में प्रथम |5 दिनों में एक अस्पताल में उत्पन्न हुए बच्चों 
की संख्या निम्तलिखित थी 
5, 8, 3, 7, 7, 0, 4, 3, [4, 4, 20, 6, 43, 4, 20 
इन दिलों में उत्पन्न हुए बच्चों की संख्या का माध्य ज्ञात कीजिए।.._ 
7. एक परिवार के 6 सदस्यों का माध्य भार 3.9 कि० ग्रा० है । यदि एक 
नवजात शिशु का भार, 3.2 कि० ग्रा०, सम्मिलित कर लिया जाए तो 
क्या भाध्य कम हो जाएगा या अधिक ? यह भी बताइए कि कितना । 
8. विद्यार्थियों के एक समृह की एक विशेष परीक्षा ली गई । विभिन्‍न विद्या- 
थियों ने निम्नलिखित समय में (मिनटों में) परीक्षा पूरी की : 
7, 49, 20, 22, 24, 24, 27, 28, 30, 30, 32, 34, 35, 36 
() परीक्षा पूर्ण करने में लिया गया माध्य समय क्या था ? 


(0) कितने विद्यार्थियों ने, परीक्षा पूर्ण करने में माध्य समय से अधिक 
समय लिया ? 


(0) यदि एक विद्यार्थी ने, जिसने 36 मिनट लिए हैं, परीक्षा पूर्ण करने . 
में केवल 22 मिनट लिए होते- तो माध्य क्या होता ? ह 


कक्षा में क्रिया-कलाप हेतु सुझाव 


9, दो सिक्‍के लीजिए । उन्हें एक साथ ही ।0 बार उछालिए तथा प्राप्त 

चित (॥०805) की संख्या को निम्न सारणी में लिखिए। उनका माध्य 
भी ज्ञात कीजिए । ह 

उछाल हु ु चित की संख्या 

पहली 

“९. जहरी 

तीसरी 

चौथी 

पाँचवीं 

सातवीं 
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आखवीं 
नवीं 
दसवीं 
0. एक पासा 0 बार उछालिए तथा प्राप्तांकों को निम्न सारणी में लिखिए । 
परिसर तथा माध्य भी ज्ञात कीजिए । 
उछाल । प्राप्त परिणाम 
पहली 
दूसरी 
तीसरी 
चौथी 
पाँचवीं 
छ्ठो 
सातवीं 
आवखवीं 
नवीं 
दसवीं ' 
]. गणित की पिछली परीक्षा में प्राप्त अपनी कक्षा के सभी विद्याथियों के 
(स्वयं को मिलाकर)अंकीं को संग्रह कीजिए । माध्य अंक ज्ञात कीजिए । 

















: मुख्य संकल्पताएँ 
आँकड़ों का संग्रह परिसर े 
प्रेक्षण .... अंकगणितीय माध्ये अथवा माध्य 


यथा प्राप्त आँकड़े मांध््य के गुण 





एकक ऋाए 


बारबारता बंदन और आयतचित्र 


इस एकक में, हम यह सो्ेंगे कि यथा प्राप्त आँकड़ों को बारंबारता बंटनों में कंसे 
व्यवस्थित किया जाता है। अवर्गेक्ृत बारंबारता बंटन के स्राध्य का संक्षेप में वर्णन 
किया गया है। आंकड़ों के वर्गोकरण तथा आमतचिद्नों ढांरा उनके आलेखीय निरूपण: 
का बर्णन दैनिक जोवन के सरल उदाहरणशों की सहायता से किया गया है। 


4.| भूमिका 


पिछले एकक में हमने यथा प्राप्त आँकड़ों और उनके माध्य का वर्णन किया 
था। आइए, फिर गणित में 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों के उदाहरण पर विचार करें 
(देखिए अनुच्छेद 3.]) । यह सम्भव है कि किसी भी अन्वेषण (7680 240॥) 
में दो या इससे अधिक प्रेक्षण सर्वसम (007/0%/!) अर्थात्‌ एक जैसे हों । क्या इस 
तथ्य को आप सारणी 3. में देखते हैं ? सारणी पर एक दृष्टि डालने से ज्ञात 
होगा कि रजनी, सुधा, राजन, मधु और उमिल में से प्रत्येक के प्राप्तांक 56 थे। 
दूसरे शब्दों में, 86 अंक 5 विद्या्थियों द्वारा प्राप्त किए गए थे । इसी प्रकार, 6] 
अंक 2 विद्यार्थियों द्वारा, 70 अंक 2 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त किए गए थे, इत्यादि । 
कभी कभी यह जानना रुचिपूर्ण होता है कि कौन सा प्रेक्षण कितनी बार आया। 
एक विशेष प्रेक्षण ज्ञितनी बार आता है, वह उसकी बारंबारता (7९(परथा८३) 
कहलाती है। यह जानने के पश्चात कि 56 अंक 5 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त किए 
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गए थे, हम कहते हैं कि 50 की बारंबारता 5 है। इसी प्रकार, 6। और 70 में 
से प्रत्येक की बारंबारता 2 है, इत्यादि । यदि हम सभी प्रेक्षणों क॑ लिए ऐसा 
करें और सारणी 3.] में दिए गए आँकड़ों को न्यूनतम प्रेक्षण से आरम्भ करके 
अधिकतम प्रेक्षण तक (अथवा अधिकतम प्रेक्षण से न्यूनतम प्रेक्षण तक) पुनः 
व्यवस्थित करें तो जो हमें प्राप्त होगा उसे हम 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों का 
बारंबारता बंदन (726एशाटए तांडए/90607) कहते हैं। एक ऐसी सारणी 
जिसमें इस प्रकार का बंटन दिया हुआ हो, बारंबारता बंटन सारणी (06एश९५ 
तंडजीएाणा (7० ) अथवा केवल बारंबारता सारणी (7€(एशथा८ए (46 ) 
कहलाती है। इस प्रकार हमें 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों की निम्नलिखित 
आरंबारता बंदन सारणी प्राप्त होती है : 


सारणी 4.] : गणित में 20 विद्याथियों के प्राप्तांकों का ब्रारंबारता बंटन 


प्राप्ताक बारंबारता 
28 ] 
3| | 
जे | 
36 | 
45 ] 
56 5 
59 व 
6 टे 
64 2 
70 2 
74 [ 
76 ] 
88 
20 


क्या आप देखते हैं कि सारणी !3.] की तुलना में सारणी 4.] अधिक 
अर्थपूर्ण है ? ऐसा इसलिए है क्योंकि यह एक तीब्र दृष्टि में ही आँकड़ों की कुछ 
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महत्वपूर्ण विशेषताओं को दर्शा देती है। उदाहरणार्थ, यह तुरंत दर्शा देती है कि 
56 अंक 5 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त किए गए हैं । 


4.2 मिलान चिस्हों का प्रयोग . 
उपरोक्त उदाहरण में, प्रेक्षणों की संख्या केवल 20 थी । अतः: दिए गए 
. यथा प्राप्त आँकड़ों से बारंबारताओं को गिनना तथा ज्ञात करना सरलथा। 
परन्तु जब प्रेक्षणों की संख्या अत्यधिक हो तो सरल गणना से बारंबारताओं को 
ज्ञात करना सरल नहीं होगा। ऐसी स्थितियों में हम मिलान चिन्हों (६ 
एाक्थो5$) का प्रयोग करते हैं जो बारंबारताओं को ज्ञात करने में बहुत 
सहायक होते हैं । गणना की सुगमता के लिए मिलात चिन्हों को प्रायः पाँच-पाँच 
के समूहों में अंकित किया जाता है।। प्राय: पाँचवें सिलान चिन्ह को पहले चार 
को तिरछा काटता हुआ अंकित किया जाता है। मिलान चिन्हों को अंकित करने 
की विधि को निम्नलिखित उदाहरण में दर्शाया गया है : 


उदाहरण : एक पासा 50 बार उछाला गया और निम्नलिखित अंक 
प्राप्त हुए : 


2,4, 5, 4, 5, 3, 2, 4, 5, 4, 

3, 4, 3, 5, 6, |, , 3, 4, 5, 

6, 4, 3, 3, 2, 2, 4, 4, 5; 6, 

4, 3, 3, 2, 2, 4, 4, 5, 5, 6, 

6, 6, 5, 5, 4, 3, 4, 4, 3, | 

हल : हम शीर्षकों सहित तीन स्तम्भों की एक सारणी बनाते हैं जैसा कि 

सारणी ]4.2 में दिखाया गया है। पहले स्तम्भ में हम | से 6 तक अंक लिखते हैं । 
अब हम दिए हुए आँकड़ों को देखते हैं। पहला प्रेक्षण 2 है । अतः सारणी में 2 के 
सम्मुख हम एक मिलान चिन्ह अंकित करते हैं। दूसरा प्रेक्षण 4 हैं। अतः हम 
4 के सम्मुख एक मिलान चिन्ह अंकित करते हैं, इत्यांदि, इत्यादि । जब सभी 
प्रेज्षण समाप्त हो जाएँ तो हम प्रत्येक अंक के सम्मुख अंकित मिलान चिन्हों को 
गिनते हैं और इस संख्या को बारंबारता वाले स्तम्भ में लिख लेते हैं। इस प्रकार 
हमें सारणी 4.2 प्राप्त हो जाती है | 
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: सारणी 44.2: एक पासे को 50 बार उछालने के प्राप्तांकों का 


बारंबारता बंदन 

अंक मिलप्न चिन्ह . बारंबारता 
] ॥॥ 3 
रे गै(४ । 6 

3 7४४ ४२ 0 
4 ॥ ॥॥ ४४ व5 
5 ॥४५ ५ 0 

6 ४४ /+ 6 


50 


यदि हम सारणियों ।4.] और ।4.2 में सभी बारंबारताओं -को जोड़ें - 
तो हम क्‍या देखते हैं ? स्पष्ट है कि उनका योग क्रमशः 20और 50 है जो कि 
प्रत्येक अवस्था में कुल प्रेक्षणों की संख्या के बराबर है। इस प्रकार, सभी 
बारंबारताओं का योग प्रेक्षणों की संख्या के समान होता है। 


4.3 बारंबारता बंटन का माध्य 
अब हम यह सीखेंगे कि जब आँकड़े एक वारंबारता बंटन के रूप में दिए 
गए हों तो उनका माध्य किस प्रकार ज्ञात किया जाता है। आइए, बारंबारता 
सारणी 4.] पर पुनः विचार करें। माध्य हम निम्नलिखित चरणों में ज्ञात 
करते हैं ॥ 
चरण [: हम प्रत्येक प्रेक्षण (४) का उसकी बारंबारता (£) से गुणा 
करते हैं । 
चरण 2: हम चरण | में प्राप्त किए गए गुणनफलों ([»#) का योग 
ज्ञात करते हैं । | 
चरण 3: हम सभी बारंबारताओं (#) का योग ज्ञात करते हैं । 
चरण 4 : हम चरण 2 में प्राप्त किए गए योग को चरण 3 में प्राप्त किए 
गए योग से भाग देते हैं और वाँछित माध्य प्राप्त करते हैं । 
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यह प्रक्रिया नीचे दिए अनुसार एक सारणो के रूप में दर्णाई जा सकती 


टटै 
ज 








प्राप्तांक बारंबारता बारंबारता » प्राप्तां क्र 
(४) ह () ह (5 ॥ 
28 | | 28 
3]7 3] 
33 33 
36 ] 36 
45 ] 45 
56 5 260 
59 [ 59 
6 2 22 
64 2 828 
70 2 ।40 
74 | 4 
70 ] 76 
68 ] 86 
। 20 ]40 ह 
जा आााआााआाआए्ाएएण्णणणणणनणनणणणणणननणशणणणणणनाणणणणण ा्ााआखआख ख अ  आाभाा७%७ाआरल 
इस प्रकार, माध्य - का न+57 अंक ह 


दिप्पंणी: पाठक ध्यान दें कि माध्य वही है जेसा कि हमने अनुच्छेद ।3.2 
में प्राप्त किया था । 


]4.4 या प्राप्त ऑकड़ों का बहुलक 


हमारी यह जानने में भी रुचि हो सकती है कि कौनसा प्रेक्षण सबसे 
अधिक वार आता है। उदाहरणार्थ, सारणी !3.] में 56 अधिकतम बार, अर्थात्‌ । 
5 वार आता है। हम कहते हैं कि 56 उस सारणी में दिए गए आँकड़ों का 
बहुलक (॥036) है । आँकडों के एक समूह में वह प्रेक्षण. जो अधिकतम बार 
आता है अथवा दूसरे शब्दों में ज़िसकी बारंबारता अधिकतम है, बहुलक 
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कहलाता है।यह एक अन्य प्रकार का औसत है जो कभी कभी बहुत उपयोगी 
होता है। 

यह हो सकता है कि आँकड़ों के एक समूह में दो या दो से अधिक प्रेक्षणों 
को बारंबारता एक साथ अधिकेतम हो । ऐसी स्थितियों में बहुलक का अध्ययन 
हम अगली कक्षाओं में करेंगे । 


उदाहरण : एक कक्षा की 30 लड़कियों की ऊँचाइयाँ (सें> मी० में) 
'निम्नलिखित हैं : 


40, 40, 60, 39, 53, 53, ।46, 50, 48, |50, 
52, 54, [46, 60, 50, 48, 48, ।50, ।48, |40, 
38, 53, [52, 50, 48, 38, [40, ।52, [48, ।46 


उपरोक्त आँकड़ों के लिए बारंबारता बंटन सारणी बनाइए । माध्य तथा 
बहुलक भी ज्ञात कीजिए । 


हेले ; हमें निम्नलिखित बारंबारता सारणी प्राप्त होती है : 


सारणी 4.3 : 30 लड़कियों की ऊँचाइयों का बारंबारता बंटन 


अंचाई. मिलान डिंन्हें बारंबारता ऊंचाई >» बारंबारता 
(सें० सी में) 
]3/ हि 2 ; 38 २८2 5 276 
39 | | | 39 > ] + 39 
]40 /// 4...] 40 ५८4८ 560 
]46 (॥। है «| 46 ८ 35438 
48 [॥४ 6. ।! ]48 »८ 6 888 
50 हि 5. 50 2८5 «750 
॥55 (॥/ कं +॥ 52 ८3 5456. 
53 (॥ 3 |. 53%35459 
]54 । |. [54%। > 54 
60 2 | 60 ल्‍:2 5 320 
का एणएण बा 


जे 
< 
<» 
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ह भाध्य ज्ञात करने के लिए हम सारणी: में एक और स्तम्भ जोड़ते हैं. 
जिसमें ऊंचाइयों तथा तदलुरूपी बारंबारताओं के गुणनफल दिए होते हैं 
जैसा कि पीछे दिखाया गया है । इस स्तम्भ का योग 4440 है। 


अत: , माध्य «440 


30 
मर] 48 
इस प्रकार, माध्यं ऊँचाई 48 सें० मी० है | 


अब, बहुलक क्या है? स्पष्ट है कि अधिकतम बारंबारता 6 है जो कि 
48 सें० मी० ऊँचाई के सम्मुख है । अतः, बहुलक !48 सें० मी० है। 


ध्यान दीजिए कि यहाँ मांध्य और बहुलक बराबर हैं। परन्तु यह आव- 
एयक नहीं है कि ये सदा समान हों । अनुच्छेद 4.3 की सारणी देखिए । क्‍या 
बहुलक माध्य के बंराबर है ? नहीं । ह 


[4.5 आऑकड़ों का वर्गीकरण 


, अब तक हमने सीखा है कि आँकड़ों को बारंबारताओं के पदों में किस 
प्रकार व्यवस्थित किया जाता  है। इसे यथा प्राप्त आँकड़ों का अवर्गीकृत 
(४72700]060) बारंबारता बंटन कहा जाता है । प्राप्तांकों के हमारे उदाहरण .. 
में हमारे पास केवल 20 विद्यार्थियों के आँकड़े थे | यदि भिन्‍न प्रेक्षणों की संख्या . 
अत्यधिक हो तो कभी कभी दिए गए आँकड़ों को बहुत से वर्गों में संघनित 
(००४0७॥86) करके विभिन्‍न वर्गों में आने वाले प्रेक्षणों का बारंबारता बंटन 
प्राप्त करना आवश्यक होता है । जब आँकड़ों को इस रूप में लिखा जाए तो ये 
वर्गीकृत (70४7९0) आँकड़ कहलाते हैं तथा इस प्रकार प्राप्त बंटत को वर्गोकृत 
बारंबारता बंटन (४7०फ०० ॥2पए्शाटएरभंडाणांणा) कहा जाता है। 
आइए देखें कि 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों के उदाहरण के लिए हम किस 
प्रकार ऐसा करते हैं (देखिए सारणी 4.) । हम एक ऐसा बारंबारता बंटन आगे 
दर्शाए अनुसार प्राप्त कर सकते हैं : | । 
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सारणी 4.4 : 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों का बारंबारता बंटन 


वर्ग अंतराल. मिलान चिन्ह बारंबारता 

(00 में से प्राप्तांक) . हा 
20--30 । वर 

30--40 ॥ ३ 
40--50 . ; 
50-60 किए । 6 
-650-.-70 [॥ 4 
70-80 (/// रथ 
80-90 हे ध 
20 


उपरोक्त सारणो में हमने दिए हुए 20 प्रेक्षणों को. 20--30, 30--4? 
40--50, इत्यादि 7 समूहों में संघनित कर दिया है. । इनमें से प्रत्येक समूह ए; 
'बगें अंतराल (टो४८55 शशशषएत्ों) अथवा केवल वग (2४5४) कहलाता है। 


हमारे वर्गों 20-30, 30--40, इत्यादि से यह दिखाई देता है कि प्रेक्षण -/। 
पहले और दूसरे दोनों वर्गों में सम्मिलित है । इसी प्रकार, प्रेक्षणों 40, 50,... 8) 
के विषय में भी हम यही सोच सकते हैं। परन्तु ऐसा हो नहीं सकता, क्योंकि कोई भी 
प्रेक्षण एक साथ दो वर्गों में सम्मिलित नहीं हो सकता । इस कठिनाई को दूर करने 
के लिए हम यह परिपाटी अपनाते हैं कि उभयनिष्ठ संख्या 30 दूसरे वर्ग में सम्मि- 
लित है, 40 तीसरे वर्ग में सम्मिलित है, इत्याद्वि, इत्यादि । उदाहरणार्थ, बर्गे40--50 
में वे सभी प्रेक्षण सम्मिलित हैं जो 40 के समान हैं अथवा 40 से बड़े हैं परन्तु 
50 से छोटे हैं। स्वयं 50 वर्ग 50-60 में सम्मिलित है। पहले अंतराल 20--30 
में 20 निम्न वर्ग सोमा ([0क2८7 ०८७४६ ७०७॥१७॥५) जबकि 30 उपरि वर्ग सीमा 
(एएएथ 2955 #०णाएंब्ा7) कहलाती है| इसी प्रकार, दूसरे वर्ग 30--40 में 
30 निम्न वर्ग सीमा है जबकि 40 उपरि वर्ग सीमा है, इत्यादि । ध्यान दीजिए 
कि उपरोक्त सारणी में किसी अंतराल की उपरि वर्ग सीमा वही डै जो कि अगले 
अंतराल की निम्न वर्ग सीमा है। किसी वें की उपरि वर्ग सीमा और निम्न 
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वर्ग सीमा का अंतर उस ब्गे का साइज़ (अथवा चौड़ाई) कहलाता है। उपरोक्त 
उदाहरण में प्रत्येक अंतराल का वर्ग साइज (0455 520) 0 है। किसी वर्ग 
अंतराल की तदनुरूपी बारंवारता उसकी वर्ग बारंबारता (छेक्षष विश्पृप्वणाएर) | 
कहलाती ० 
आइए कुछ और उदाहरण ले । 
उबाहरण 4 : निम्नलिखित बारंबारता बंटन सारणी को पढ़िए और 
अंत में दिए गए प्रश्नों के उत्तर दीजिए : 


सारणी 44.5 : एक कारखाने के 600 कर्मचारियों की आय का बारंबारता बंटन 





वर्ग अंतराल बारंबारता 
(रुपयों में मासिक आय) 
00---]25 45 
]25--50 25 
]50--75 55 
75---200 50 
200-- 225 ]25 
225-.-250 ]40 
250---275 55 
275---300 35 
300--325 50 
325--350 20 
600 


() वर्ग अंतरालों का साइज क्‍या है ? ' 
(7) दूसरे बर्ग अंतराल की तिम्न सीमा क्‍या. है? 
(४) सातवें वर्ग. अं'तरॉल की :उपरि सीमा क्या है ? . 
(९) किसे वेर्ग की. बारंबारेंतां अधिकतम है ? 
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हुल : ([) बर्गे अंतरालों का साइज 25 है । 
(7) दूसरे वर्ग अंतराल की निम्न सीमा 25 है। 
() सातवें वर्ग अंतराल की उपरि सीमा 275 है। 
(५) वर्ग 225--250 की बारंबारता अधिकतम है। 


ह टिप्पणी : एक वर्गक्वित बारंबारता बंटन में वह वर्ग जिसकी बारंबारता 
अधिकतम हो, बहुलक वर्ग (॥7009) 2०७5८) कहलाता है । 


उदाहरण 2 : 65...-.80, 80--95, इत्यादि वर्ग अंवरालों” का प्रयोग 
करते हुए निम्नलिखित संख्याओं के लिए एक वर्गक्वित बारंबारता बंदनः सारणी 
बनाइए : 

20, 3[, 58, 99, 0[, 05, 07, [7, 35, 42, 845, 449, 

37, 53, [55, 60, 00, 99, 88, 85, 67, 65, 58, 467, 84, 

98, 04, 3, 93, 90, 69, 73, 05, 44, 04 


हल : हमें निम्नलिखित बारंबारता सारणी प्राप्त होती है: 
सारणी 44.6 : 35 संख्याओं का बारंबारता बंटन 


बर्ग अंतराल मिलान चिन्ह ह 'बारंबारता 
65-80 की ह 4 
80-95......' ॥॥. है 
95-]80..  « .घ ४४ 80 
0-25 7 ॥॥ 5 4 
25.4 ६. ४० का कलम 3 
40-]55...... +#/॥ बल आम थे 
55-70' ,:. / ५ जाके ७ ऊंट. 5 
70-85 7 / « रथ हट 5 ही ै। 
४ का: 7५ 35 
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4.6 बारबारता बंटनों का आलेखीय निरूषण--आयतचिल 

पिछली कक्षाओं में हम पढ़ चुके हैं कि दंड चार्टों,. इत्यादि द्वारा किसी 
थो हुई सूचनां को किस प्रकार निरूपित किया जातो है।अब हम सोखेंगे कि 
वर्गकृत बारंबारता बंटन, का आलखीय निरूपण किस प्रकार किया जाता है । 

ऐसा बहुत सी विधियों से किया जा संकता है । प्राय: प्रयोग की जाने वाली : 
आलेखीय विधियों में से आयतर्चित्र (ं४0टष्टाआआ) एक है। यह एक ऊर्ध्वाधर 
दंड आलेख होता है जिसमें विभिन्‍न दंडों के बीच कोई रिक्‍त स्थान नहीं होता । 
एक आयतचित्र बनाने के लिए हम दो ऐसे अक्ष खींचते हैं जो एक दूसरे पर लम्ब 
हों। हम वर्यीक्रुत आँकड़ों की वर्ग सीमाओं को क्षैत्तिज अक्ष(70720गरांत्वों ७005) 
धर तथा तदनुरूपी वर्ग बारंबारताओं को ऊर्ध्वाधर अक्ष (श्लाएं८वं 8005) पर 
अंकित करते हैं । ऐसा करते समय हम अक्ष पर उपयुक्त पैमाने (5०&6)का प्रयोग 
करते. हैं।. फिर हम आयतों की रचना करते हैं जिनमें तदनुरूपी वर्ग अंतराल 
आयतों के आधार तथा तदनुरूपी वर्ग बारंबारताएँ उन्तकी ऊँचाइयाँ होती हैं । 





" । हि गणित में प्राप्तांक "* 
आकृति 4, : सारणी 4.4 के आँकंडों के लिए. आयतबित्न 
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आकृति 4.] सारणी 4.4 में दिए गए 20 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों 
के बारंबारता बंटन के लिए आयतचित्न दर्शाती है । 
आइए कुछ उदाहरण लें । 


उदाहरण 4 : सारणी 4.6 में दिए आँकड़ों के लिए एक आयतचित्न 
बनाइए । 


हल : यह आयतचित्न आकृति 4.2 में दिखाया गया है । 





संख्याएँ वलन>«०«>«««अ«_न>गअन्‍- डर 


आक्ृति 4.2 : सारणी [4.6 के आँकड़ों के लिए आयतचित्न' 


ह उदाहरण 2: प्रश्नावछी 3.] के प्रश्न 3 में दिए गए आँकडों को बरगे 
बंतरालों !25-30, 30-35, इत्यादि वाले वारंबारता बंटन में वर्गीकृत 
कीजिए । इस बारंबारता बंटन को एक'आयतचित्न द्वारा निरूपित कीजिए । 
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हल : हम निम्नलिखित बारंबारता बंटन प्राप्त करते हैं : 
सारणी !4.7 : 47 लड़कियों की ऊँचाइयों का बारंबारता बंदन 


ऊँचाई मिलान चिन्ह बारंबारता 
(सें० मी० में) 
25-। 30 ॥ 
30- 35 हि 2 
35-40 हर 3 
[40-45 हि 5 
45-। 50 रा 3 
50-55 गं थे 
55-60 | 


आयतचित्र आक्वनति 4.3 में दिखाया गया है । 


अजीओ>नन_्म पु 


बारबारता 








। ऊँचाइयाँ 
भाकृति 4.3 : सारणी 4.7 के आकड़ों के लिए आयतचित्र 
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उदाहरण 3 : सारणी 4.5 में दिए गए आँकड़ों के लिए एक आयतचित 
बनाइए | 


हल : आयतचिद्र आकृति [4.4 में दिया गया है । 


नज+-+++ 


घारंबारता 





0 )090 ॥23 ॥59 [75 200 225 258 शा ३७% 325 आओ 3३98 





कर्मचारियों फी आध , 


आकृति 4.4 : सारणी ]4.5 के आऑँकडों के लिए आयतन्रित् 


 प्रदनावली 44.] 


). अनुच्छेद 3.2 के उदाहरण ) में दिए गए आँकड़ों के लिए (8 अध्यापकों 
..._ की आयु) एक बारंबारता बेंटन सारणी बनाइए । 20--25, 25---30, 


8 ह 
ड 


इत्यादि सात वर्ग लीजिए। इनका एक आयतचित्न बनाइए। 
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एक कक्षा के 25 लड़कों के भार (कि० ग्रा० में) नीचे दिए हैं : 
49.2, 48.4, 46, 47.5, 47.5, 50, 52.4, 52.5, 54, 43, 427, न्‍ 


44.2, 43., 55.2, 56, 48, 47.4, 40.9, 40.2, 49, 5], 5.3, 
36.4, 46.2, 45. 


. (0) आँकड़ों को 6 वर्गों 40--43, 43--46, इत्यादि में वर्गीकृत 


3 


कीजिए। 
(7) एक आयतचित्त खींचिए। 
एक शारीरिक परीक्षा में बैठने वाले 32 पुरुषों की ऊँचाइयाँ (सें० मी'०में) 
नीचे दी गई हैं हि 
62, 460, 67, 473, 470, 70, 62, 52, 459, 60, 457, 
59, 5!, 59, 64, 65, 66, 65, 464, 69, 72, 50, 
(59, ।65, ।65, 66, 70, 79, 65, 467, 465, 65 


. () पहले वर्ग की निम्न सीमा 50 लेते हुए साइज़ 5 के वर्ग अंतरालों. 


थ॑. 


वाला एक बारंबारता बंटन बनाइए | 

॥) बहुलक वर्ग कौन सा है ? 
(॥) एक आयतचित्र खींचिए । 

एक पद के लिए 40 प्रत्याशियों के एक समूह की एक परीक्षा ली गई। 
प्रत्याशियों ने निम्नलिखित समय में (मिनटों में) परीक्षा पूरी की : 

36, 3], 42, 26, 27, 44, 30, 42, 40, 26, 28, 49, 47, 46, 36, 
37, 42, 40, 4, 32, 30, 49, 48, 33, 34, 35, 45, 44, 40, 42, 
48, 27, 35, 4], 28, 30, 32, 42, 48, 39 


(|) 5 वर्ग अंतरालों 25--30, 30--35, इत्यादि को लेकर इने आँकड़ों के 


लिए एक वर्गक्त बारंबारता सारणी बनाए। 


() आँकड़ों को एक आयतचित्र द्वारा निरूपित कीजिए । 


. 50 विद्याथियों के गणित में प्राप्तांकों का बारंबारता बंदन आगे 


दिया गया है: 
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सारणी !4.8 : गणित भें 50 विद्यार्थियों के प्राप्तांकों का बोरंबारता 
बंटन 
ये अंतराल बारंबारता 
(00 भें से प्राप्तांक) 
0-20 
: 20-30 
30-40 
40-50 
50-69 
60--70 
70-80 
80-90 
. 90--.]00 


ख्म्म्के 


पा 
्ठ 


._() बहुलक वर्ग कौन सा है ? 
(7) एक आयतचित्र खींचिए। * ह 
6. एक कम्पनी के 200 कर्मचारियों की मासिक आय (रुपयों में) निम्न- 
लिखित सारणी में दी गई है 
सारणो 44.9 : 200 कमंचारियों की आय का बारबारता बंटन 


... » वर्ग अंतराल बारंबारता 

(रुपयों में मासिक आय) 
200---300 ४ 50 
300--400 42 
400--500 32 
500--600 25. 
600--700 )& 
700--800 - 45 
800---900 42. 
900-000 ५ 6: 


-आ मम. 


उपरोक्त आँकड़ों के लिए एक आयतंचित्र खींचिए । 
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7. दिल्‍ली में नवम्बर 978 के 30 दिनों के लिए अधिकतम दैनिक. 


वापमान ("९ में) नीचे दिया है : 


30.7, 30.9, 3.), 32.0, 33.5, 33.0, 30.7, 30.0, 
27., 27.6, 26.6, 24.5, 27.5, 28.], 27.6, 28.4, 
29,0, 28.9, 28.3, 29.3, 32,4, 29.5, 25.7, 26.3, 
24.2, 23.4, 22.4, 22.5, 23.3, 22.8 


22.0--23.5, 23.5-- 25.0, इत्यादि वर्ग अतराल लेते हुए एक 
बारंबारता बंटन सारणी बनाइए। एक आयतचित्त भी खींचिए। 


कक्षा में क्रिया-कलाप हेतु सुशाव 


. निम्नलिखित सारणी बनाइए । दो सिक्के लीज्षिए और उन्हें एक साथ 


25 बार उछालिए। प्रत्येक बार आने वाले चित (68065) की संझुषा 
देखिए, सारणी में भिलान चिन्ह लगाइए और इसे पूरा कीजिए | 


सारणी !4.!0 : दो सिक्षकों की 25 बार उच्चालने में प्राष्ण खिल की 
- सँंबया का बारंबारता बंटन 


बित की संध्या... मिलान चिर्हु बारबारता 
0 
| 
है ! >>, रे 
25 


निम्नलिखित सारणी बनाइए। एक पासे को 30 बार उछालिए, मिलान 


चिन्ह अंकित कीजिए और सारणी को पूरा कीजिए ।. 


बारंबारता बंदन कौर जायतनित्त 99] 


साशजी !4.8 : एक पास को 30 बार उछालने में प्राप्तांकों का 


बारंबारता बंहन | 
प्राप्लाक सिलान चिन्ह बारबारता 


'छऊष आता बं> 3 जे नल 


30 
0. निस्‍्नालिखित सारणी बसाइए। अपनी कक्षा के विद्यार्थियों से (स्वयं को 
मिलाकर) एक एक कर के उनके जन्म के महोने ज्ञात कीजिए । प्रत्येक 
महीने में उत्पन्न विद्याथियों की संख्या की गणना करने के लिए मिलान 
चिन्ही का प्रयोग कीजिए और सारणी को पूरा कीजिए । 
सारणी 4 2 : जन्म के महीनों के अनुसार एक कक्षा के विद्यार्थियों का 
आरंबारता बृंटन 

जर्म का महीना मिलान चिरह बारंबाश्ता 

जनवरी 

फरवरी 

मार्च 

अप्रंल 

प्ई 

ः 

जुलाई 

अगस्त 

सितम्बर 

अक्तुबर 

मयम्वबर 

दिसम्बर 
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मुख्य संकल्पनाएँ 
बारंबारता वर्गक्रित बारंबारता बंटन 
बारबारता बंटन वर्ग अंतराल... 
बारंबारता सारणी वर्ग साइज 


अवर्गक्कित बारंबारता बंटन निम्न वर्ग सीमा 
का माध्य ह 

बहुलक ः उपरि वर्ग सीमा 

बहुलक वर्ग आयतघचिक्न 





एकक ४ 
देनिक जीवन में गणित 


इस एकक में, हम पिछली कक्षाओं में पढ़ें गए मंकगणित के कुछ विषयों जैसे 
कि लाभ और हानि, साधारण ब्याज, समय और काम, ससय और दूरी, अनुक्रमानुपात 
और व्यत्कमानपात का पुनरावलोकन करंगे तथा इनका अध्ययन पहले से कूछ 
उच्चतर स्तर पर करगें। हम प्रारम्भिक .स्तर पर चफ्रवद्धि ब्याज का परित्रय भी 
बेंगे । 


5.] पुतरावलोकन 

आपको निम्नलिखित संकल्पताओं, जिनसे आप पहले ही परिचित हैं, का 
पुनरावलोकन करना चाहिए 

लाभ, हानि, क्रय मूल्य, विक्रय मूल्य, साधारणै,ब्याज, मूलधन, मिश्रधन । 

अनुक्रमानुपात, व्यूत्तमानुपात, आनुपातिकता स्थिरांक । 

समय और काम, श्रमय और दूरी, इकाई की विधि । 

उपरोक्त संकल्पनाओं का पर्यवेक्षण करने के लिए हम उच्चतर स्तर पर 
कुछ उदाहरण लेते हैं । 


उदाहरण | : आनन्द को एक वस्तु बिहारी को बेचने में ।0% की हानि 
हुई | बिहारी ने वही वस्तु चंदू को 990 रु० में बेची और उसे 0% का लाभ 
हू चंदू दिनेश को वह वस्तु कितने में बेचे कि उसे 0% का लाभ हो ? 
भी ज्ञात कीजिए 


() चंदू का कुल लाभ 
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(7) बिहारी का कुल लाभ 
(॥) आनन्द की कुल हानि 
हल : चंदू का क्रय मूल 990 र० 
उसका लाभ - 0%, 
अतः, चंदू का विक्रय मूल्य 990 २ मर रू० 


| 089 रु७ 
दूसरे शब्दों में, चंदू को वह वस्तु 089 5० में दिनेश को बेचनी चाहिए । 
अब, () चंदू का कुल लाभ"८उसका विक्रय मूतस्य--उसका क्रय मूल्य 
न| 089 रू०-- 990 रु० 
स्र्-99 रू० 
(7) बिहारी का विक्रय मूल्य --990 रु० 
उसका लाभ ८ 0% 


अतः, बिहारी का क्रय मूल्य (990 )९ 38 ) 


[0 
स्+900 रू० 
इस प्रकार, उसका कुल लाभ 5990 ₹०--900 रू० 
म्90 रुक 


(7) आनन्द का विक्रय मूल्य-+900 ₹० 
उसकी हानि--0% 
अतः, आनन्द का क्रय मूल्य ++ (900 »९ डर 
न्‍्ई 000 रु० 
इस प्रकार, उसकी कुल हानि 000 ₹०--900 #० 
स्य [00 रू० 
उदाहरण 2 : एक किसान ने दो. वैल 480 रु० प्रति ब्रैल के हिसाब से 
बेचे । एक बेल पर उसे 20% का लाभ हुआ और दूसरे पर - उसे 20% की 
हानि हुईं । उसका कुल लाभ अथवा हानि ज्ञात कीजिए 
हल : पहले बैल का विक्रय मूल्य--480 रु० 
_भरू20%, 


) शु७ 
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अतः, इसका क्रय मूल्य (480 » गत ह० 
ध्य्00 २० 
दूसरे बैल का बिक्रेय मूल्य-480 र० 
' 'हानि--20% 
अतः, इसका क्रय मल्य--(480:: 00) ह 
;, दैंसका क्र [लय --(48 हर न्हुत) (७ 
| न्+000 २० 
अब, दोनों बलों का क्रय मूल्य --(400-4-600) २० 
ह स्प 000 रू 
दोनों वैलों का विक्रेय मूल्य 480८2 रू० 
| . ८900 २० 
क्योंकि क्रय मूल्य विक्रय मूल्य से अधिक है. अतः 
कुल हानि क्रय मूल्य --विक्रय मूल्य 
- (4000-..960) रू० 
स्न्व0 झू० | 
उदाहरण 3 : दो समान राशियाँ तीन वर्ष के लिए क्रशः 5% और 7% 
वाधिक दर से साधारण ब्याज पर उधार ली गई। 3 वर्ष के अंत में उनके ब्याजों 
का अंतर 30 रू० था | उधार ली गई राशियाँ ज्ञात कीजिए . 
हल: मान लीजिए कि उधार ली गई समान राशियों में से प्रत्येक 
00 रू० थी । 
तब 53% वाषिक दर से 3 वर्ष का व्याज 
0, 
स्द 00%-66 ४“ झूक 
| अर [35 रू० 
तथा 7% बाषिक दर से-3 वर्ष का ब्याज 
अल ५ 
प्म्2टे] 80 
ब्याज में अंतर -+2! रुू०--5 रू० 
अा0 रेत ह 
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यदि ब्याज का अंतर 6 रु० है, तो उधार ली गई प्रत्येक राशि-- 00 रु० 
यदि ब्याज का अंतर | रु हो, त्तो उधार ली गई प्रत्येक राशिर- 0 5 


अतः यदि ब्याज का अंतर 30 रु० है, तो उधार ली गई प्रत्येक राशि 
00 
जद ० 3227] 
ह »<८30 रु 


न्ः500 रु० 
उदाहरण 4 : यदि मैं. कोई राशि. एक कम्पनी में जमा कराता हूँ तो 7 
वर्ष भें यह दुगुनी हो जाती है । यदि मैं वही राशि एक दूसरी कम्पनी में जमा 
कराता हूँ तो यह 5 वर्ष में तिगुनी हो जाती है। यदि दोनों में साधारण ब्याज 
ही मिलता है तो किस कम्पनी में जमा कराना अधिक लाभप्रद है ? 


हल : मान लीजिए कि प्रत्येक कम्पनी में [00 र₹० की राशि जमा कराई 
जाती है 


पहली कम्पनी में जमा कराई गई राशि के लिए, 


777500 रु० 
--200 रु०-- 00 रू०--00 रु० 
६८-77 वर्ष 
यदि ब्याज की वाषिक. दर 7% है, तो 
-_ 002 00 
. जवृक्ृद्ा 
--4 _2 
दूसरी कम्पनी में जमा कराई गई राशि के लिए 
95-00 रु० 
[--200 रु० (क्यों ?) 
4+5 5 वर्ष 
, >.. |00> 200 
गत ॥ उन नकद 
--]3-. 


4] 
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इस प्रकार, पहली कम्पनी में राशि जमा कराना अधिक लाभप्रद है। 


उदाहरण 5: यदि क्ृष्ण 6 घंटे प्रतिदिन कार्य करे तो वह एक काम को | 
8 दिन में समाप्त कर सकता है। यदि दीपक ]0 घंटे प्रतिदिन कार्य करे तो वह 
भी उसी कास .को 8 दिन में समाप्त कर सकता है। यदि दोनों & घंटे प्रतिदिन 
: : कार्य करें, तो उन्हें काम समाप्त करने में कितना समय लगेगा ? 
हल : स्पष्ट है कि 6 घंटे प्रतिदिन कार्य करने पर कृष्ण का एक दिन का 


] 
काम जज हा 


. अब, [0 घंटे प्रतिदिन कार्य करके दीपक का एक दिन का काम हे है । 


क्योंकि दोनों प्रतिदित 6 घंटे कार्य करते हैं, अतः हमें 6 घंटे प्रतिदिन कार्य 
करने पर दीपक का एक दिन का काम ज्ञात करना चाहिए । 


यदि दीपक [0 घंटे प्रतिदिन-कार्य करे, तो उसका एक दिन का काम क्र 
यदि वह । घंटा प्रतिदिन कार्य करे, तो उसका एक दिन का काम 
| बी 
“हु “ [6 (क्यों ?) 


और यदि वह 6 घंटे प्रतिदिन कार्य करे, तो उसका एक दिन का काम 


[ 
>< ७ >८6 


| 


4५७० ००| + 


| 


0 
देन कार्य करके दोनों का एक दिन का काम 


3 
हर व. 


हत?। 


अत ;, 6 घंटे प्रतिवि 


| 


॥ 
०१ 8|० ० 


ह। 
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इस प्रकार, यदि दोनों 6 घंटे प्रतिदिन कार्य करें तो वे उस काम को 5 
दिन में समाप्त करेंगे । 

उदाहरण 6 : ४ और ऐ एक दूसरे से ।0 कि० मी? की दूरी पर खड़े हैं । 
&, 3 कि० मी« प्रति घंटा और 8, 5 कि० मी७ प्रति घंटा की चाल से चल 
सकता है। यदि वे प्रात : 9 बजे एक दूसरे की ओर चलना आंरम्भ करें, तो वे 
परस्पर किस समय और कहाँ मिलेंगे ? 

हल : मान लीजिए कि वे / से £ कि०मी० की दूरी पर मिलते हैं। इसका 
अर्थ यह हुआ कि समान समय ही में & को £ कि०मी० और ऊ को (0--5) 
कि० मी० चलता पड़ता है । (क्यों ?) 

3 कि० मी० चलने के लिए /, | घंटा लेता है 


अतः,  कि० मी०चलने में वह ् घंटे लेगा 
और # कि० मी ० चलने में वह तु »४ घंटे लेगा 
इसी प्रकार, 5 कि० मी० चलने में 8, | घंटा लेता है 
अतः, ! कि० भी० चलने में वह ्द घंटे लेगा 


और (0--%) कि० मी० चलने में वह्‌ कक घंटे लेगा 
चूंकि दोनों द्वारा लिया गया समय समान है, अतः 
|. 0--% 
3. ड 

अथवा, 553 (0--5) 30 -- 35५ 
अर्थात्‌, 85530 

30 उे 
अथवा, ३ ् 

दूसरे शब्दों में, वे ॥ से 3 7 कि०मो० की दूरी पर मिलेगे । इस दूरी को 


न >>: 5 2 

तय करने में लिया गया समय 2. अथवा “२ घंटे, अर्थात हे नम 5 घंटे है । 
| 5 हे "ते सम 

क्योंकि उन्होंने प्रातः 9 बजे चलना आरम्भ किया था, अतः बे प्रातः 


0.5 बजे मिलेंगे । 
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उदाहरण 7: ४, 2--# के ब्युत्कमानुपाती है। जब 25-7 और ५ 59 
है, तब ५-5 है। » ज्ञात कीजिए, जब ५ 52 और 2--7 है। 


हल : क्योंकि ए, 2-५ के व्युक्तमानुपाती है, अतः 
9५ (2--») () 
जहाँ (८ आनुपातिकता स्थिरांक है । 
क्योंकि जब 2 :5] और ५+59 है, तब ४-5 है, अतः ()) में इन मातों को 
प्रतिस्थापित करके हमें निम्न प्राप्त होता है 


॥ 
5 [--9 
भर्थात्‌, | - 0 
अब, (0, $ 552 और 2>+7 के साथ समीकरण(!) से निम्न प्राप्त 
हांता है : 


अथवा, 0 --2(7--») 
75 ]4- 25% 

'अर्थात्‌, ऋडज््व 

अथवा, , £%750 


उदाहरण 8 : ४, ५+2 के अनुक्रमानुषाती है। जब 9८-३3 और 2न्‍न्व 
है, तब ४553 है। 2 ज्ञात कोजिए, जब 3 और ५८-८5 है। 
हल : क्योंकि ५, 9+-2 के अनुक्रमानुपाती है, अत : 
न ((५४+-2) () 
जहाँ [: आनुपातिकता स्थिरोंक है । 
क्योंकि (५5३, जब ५७०3 और 2-4 है, अतः (१) में इन मानों को 
प्रतिस्थापित करके हमें निम्न प्राप्त होता है 
अल (3+-4) 
+ कर ३ 


अर्थात्‌ ध्ल्ता 
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अब, | क्ल्के ४-3 और 9५-०5 के साथ समीकरण (]) से हमें निम्न 


प्राप्त होता है : 
3>क ($+2) 
अथवा, 245०5+> 5 
अर्थात्‌, 3256. 
अथवा, ब्लड 
प्रश्शावली 5. 
(लाभ और हानि पर) 
]. एक दुकानदार ने 2 र० प्रति कलम के हिसाब से कुछ कलम खरीदे 


श्> 


(३ 


इर 


8 


और 2.50 ₹० प्रति कलमः के हिसाब से बेच दिए। उसका प्रतिशत 
लाभ ज्ञात कीजिए। ह 

एक व्यापारी ने 2.50 ₹० प्रति बल्ब के हिसाब से 250 बल्ब खरीदे । 
परन्तु खराब हो जाने के कारण उसे !2 बल्ब फेंक देने पड़े । उसने शेष 
बल्बों को 3 ₹० प्रति बल्ब के हिसाब से बेच दिया । उसका कुल लाभ 
ज्ञात कीजिए । 


एक दुकानदार ने 50 ₹० प्रति कम्बल की दर से [00 कम्बल खरीदे । 
उसने पाया कि 0 कम्बल कुछ खराब हैं जिन्हें उसे 30 रु० प्रति 
कम्बल के हिसाब से बेचना पड़ा। शेष कम्बलों को वह किस दर से 
बेचे कि पूरे सौदे पर उसे 4% लाभ हो ? ' 
मोहन ने एक रेडियो 5% लाभ पर सोहन को बेचा । परन्तु सोहन को 
इसकी मरम्मत पर 45 र० खर्च करने पड़े । कुछ समय पश्चात उसमें 
उसे 465 रु० में हरि को बेच दिया । इस सौदे में उसे न तो लाभ हुआ 
और न ही हानि हुई | मोहन ने वह रेडियो कितने का खरीदा था? 
उसका कुल लाभ क्या था ? 


. यदि हरि प्रकाश अपना प्लाट 22000 *० में बेचे तो उस्ते ॥0% का 


लाभ होगा । उसे वह प्लाट कितने में बेचता चाहिए ताकि उसे 5% का 
लाभ हो ? ह 


6. 
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मैंने एक वस्तु अंकित मुल्य से 20%, कम पर खरीदी और अंकित 
मूल्य पर बेच दी। मेरा ते लाभ क्या था ? 
ट 


7.-एक वस्तु का विक्रम सूल्य उसके क्रय मूल्य का /-वाँ भाग है । प्रतिशत 


है 


38. 


हानि ज्ञात कीजिए । 


मैंने 4560 ० प्रति घोड़े के हिसाब से दो घोड़े बेचे | एक पर मुझे 4% 


का लाभ हुआ और दूसरे पर 4% की हानि हुई । मुझे कुल मिलाकर 
इस सौदे में लाभ हुआ या हानि ? यह भी बत्ताइए कितना लाभ या 
हानि हुई । . गज 

एक फल विक्रेता ने 00 रु० में 500 संतरे खरीदे। उऊ्हें बेचने से उसका 
लाभ 00 संतरों वे विक्रम मूल्य के समान था। उसे कितने प्रतिशत 
लाभ हुआ ? | 
[बंकेत : उससे 500--]00 --400 संतरे 00 रू० में बेचे | इस दर पर. 
00 संतरों का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । यही उसका लाभ है।] 


राकेश और रोशन ने एक ही मूल्य पर एक एक भेंस खरीदी । राकेश ने 
उसे 744 २० में बेचा और उसे 7% की हामि हुई। परन्तु रोशन अपनो 
गैंस पर 5% का लाभ कमाना चाहता है। उसे बह कितने में बेचनी 
चाहिए ? ॥ 


प्रश्नावली ६5.2. 
(साध्षाशण ब्याज पर) 


मुझे 5% वाधिक साधारण ब्याज पंर एक बेंक में 2000 रु० कितने समय 


के लिए जमा कराने चाहिए ताकि मुझे 3000 ₹० वापिस मिलें ? 


मुझे एक बैंक में कितनी राशि जमा करानी चाहिद विः मुझे 60%, वाषिक 


साधारण ब्याज पर दो वर्ष क पश्चात 32600 <०८ दापिस मिलें ? 


. कृष्ण ने एक मित्र से 6% वाधिक साधारण ब्याज पर 000 रु० उधार 


लिए। 7 वर्ष के परचात उसने 700 रु० नकद और एक गाय मित्र को 
दी । गाय का मूल्य क्‍या था ? 
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4. अब्दुल ने 5000 रु० एक बेंक में जमा कराए। दो वर्ष के पश्चात उसने - 


7 


40. 


2000 ० निकाल लिए और जमा कराने की तिथि से 5 वर्ष पश्चात , 


उसे बेंक से 3760 रु० प्राप्त हुए। साधारण ब्याज की वार्षिक दर ज्ञात 
कीजिए । 


. निम्न में से प्रत्येक में अज्ञात पद ज्ञात कीजिए : 


(6) 75-400 रू०, 7--?, 750%, ६--2 वर्ष 

(पै) 95, -200 रु०, 77-5%, ६4 वर्ष 
(0) 95750 रु०, 7-0].25 रू०, 7 ?, ६-3 वर्षे 
(५) 95000 रु०, [-«000 रू०, 7+58%, , (--? 


(५) ॥--4940 रु०, 05-?, एब3-- ५, , ६-7 वर्ष 


. मैंने एक मित्र से धन ९ वाधिक साधारण ब्याज पर कुछ धन उधार 


लिया । 3 वर्ष के पश्चात मैंने उसे 524.25 रु० देकर हिसाब चुकता कर 
दिया। मैंने कितना धन उधार लिया था ? 


उभिल ने साधारण ब्याज पर 000 रु० एक बैंक में जमा किए। | वर्ष 
और 9 मास पश्चात उसने अपने खाते की पूरी रकम निकाल ली | यदि 
उसे 087.50 रु० प्राप्त हुए हों, तो वेक द्वारा दिए गए ब्याज को 
वापिक दर ज्ञात कीजिए । 


. सुरेश और राजीव में से प्रत्येक ने अपने मित्र से 600 रु० साधारण 


ब्याज पर एक ही व्याज दर से उधार लिए । दो वर्ष के पश्चात सुरेश 
ने 672 रु० वापिस कर दिए । यदि राजीव 5 वर्ष के पश्चात अपना 
ऋण चुकाना चाहता है, तो उसे कितनी राशि लौटानी पड़ेगी ? 


. दो समान राशियाँ 8% वाषिक साधारण ब्याज पर क्रमशः 2 वर्ष और 


3 वर्ष के लिए उधार लो गईं। दोनों के ब्याज का अंतर 56 रु० था। 
कौन-कौन सी राशियाँ उधर लाईं गथीं ? 


500 रु० का ऋण साधारण ब्याज पर 0 वर्ष में दुगुना हो जाता है । 
उसी ब्याज दर पर यह राशि कितने वर्ष में तिग्रुनी हो जाएगी ? 
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8. यदि एक राशि | ब्षे के भोतर लौठा दी जाती है तो एक साहुकार 5% 
वाधिक दर से साधारण ब्याज पर ऋण देता है। यदि राशि 2 वर्ष के 
भीतर लौटाई जाए तो 6%, और यदि 3 वर्ष के भीतर लौठाई जाए 


7% वार्षिक दर पर ऋण देता है । मैंने 750 रु० उधार लिए और | ज 


वर्ष के पश्चात ब्याज सहित लौटा दिए। मैंने कुल कितनी राशि लौटाई? 
यदि मैं एक वर्ष अधिक देर से राशि लौटाता, तों मुझे कुल कितनी रकम 
देनी पड़ती ? . 


प्रइनावली 5.3 


(समय और काम, समय और दूरी, इकाई की विधि पर) 


. & किसी काम को 0 दिन में समाप्त कर सकता है, जबकि / और 
98 दोनों मिलकर उसी काम को 6 दिन में समाप्त कर सकते हैं । यदि 
8 अकंला काम करे, तो वह कितने समय में उस काम को समाप्त 
करेगा ? ः 


2. एक माँ और उसकी पुत्री दोनों मिलकर एक काम को 4 दिन में समाप्त 
कर सकती हैं । परन्तु यदि माँ अकेली काम करे तो वह उस काम को 6 
दिन में समाप्त कर सकती है । दोनों मिलकर एक दिन काम करती हैं 
और फिर माँ को काम छोड़ कर जाना पड़ता है। शेष काम को समाप्त 
करने में पुत्री को कितना समय लगेगा ? 


3. के, & से दुगुना काम कर सकता है । यदि 4 किसी काम को 0 दिन में 
कर सकता है, तो & और फ्े दोनों मिलकर उसी काम को कितने समय 
में करेंगे ? ४ 8. 5 
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« 5, & से दुगुना काम कर सकता है और ९, 8 से दुगुना काम कर 


सकता है। यदि & अकेला किसी काम 28 दिन में कर सकता है तो &,छ 
और (2 तीनों मिलकर उसी काम को कितने समग्न में करेंगे ? 

यदि राम 6 घंटे प्रतिदिन कार्य करे तो बह एक काम को 5 दिन में 
समाप्त कर सकता है । यदि रहीम 9 घंटे प्रतिदिन कार्य करे तो बहु 
भी उसी काम को !5 दिन में कर सकता है । यदि दोनों 9 घंटे प्रतिदिन 
कार्य करके एक साथ काम करें, तो वे काम समाप्त करने में कितना 
समय लगाएँगे ? । 


, एक साइकिल चालक 0 कि० मी० प्रति घंटा की समान चाल से स्थान 


/ से चलकर स्थान छे पर 2 घंटे 24 मिनट में पहुँच जाता है। यदि 
वह 3 से & तक की वापिसी यात्रा 3 घंटे में पूरी करता है, तो वापिसी 
यात्रा में उसकी चाल व्या थी ? 


स्टेशन 0 और (? एक दूसरे से 9। कि०्मी०की दूरी पर हैं और तथा 


८ के बीच में & से ।3 कि० मी० की दूरी पर 8 एक अन्य स्टेशन है। 
एक रेलगाड़ी प्रातः 7 बजे. 8 से चलकर !2 मिनट में हि पर पहुँच 
जाती है। यह मानते हुए कि रेलगाड़ी पूरे समय में समान चाल से चलती 
है, उसकी चाल और (? पर पहुँचने का समय ज्ञात कीजिए। 


. एक घड़ी प्रतिदिन 75 मिनट आगे हो जातो है। 2 बजे दोपहर को 


उसका समय मिलाया जाता है । अगले दिन प्रातः 4 बजे घड़ी में क्या 
समय होगा ? 


. चार मजदूर एक खाईं को 5 दिन में खोद सकते हैं । यदि यह काम 


0 दिन में समाप्त किया जाना हो, तो कितने और मजदूरों की आव- 
श्यकता होगी ? 


एक स्काउट शिविर में 45 स्काउटों के लिए 2 दिन का भोजन है। यदि 
9 स्काउट शिविर में सम्मिलित ही नहीं होते, तो वह भोजन कितने दिन 
तक चलेगा ? 

40 कि० मी० प्रति घंदा की चाल से चलती हुई एक बस 2 घंटे 0 
मिनट में नगर 4 से लगर 9 में पहुँच जाती है। 65 कि० मी० प्रति 


श्जे 


* ४, ४ के अनुक्रमानुपाती है और आनुपातिकता स्थिरांक 
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घंटा की चाल से चलती हुईं एक कार उस दूरी को कितने समय में तय 
कर लेगी ? 


प्रश्नावली 5.4 


(अनुकमानुपात और व्युत्कमानुपात पर) 

2 है । निम्न 
४ 

ज्ञात कीजिए : 


(7) ७, जब ४5-0 है। 
() ए, जब पतन है। 


» 5, ह के व्युत्क्रमानुपाती है और आनुपातिकता स्थिराक | है । निम्न 


जात कीजिए : 
() 5, जब 9--३ है । 
(7) 9, जब ४5८6 है। 


5, 9 के अनुक्रमानुपाती है और £5-4 जब 9 5८ न है। 


() » ज्ञात कीजिए जब 9: गम है । 
(॥) 9 ज्ञात कोजिए जब ४ 5-5 है। 


. ७, घ+४ के व्युत्कमानुपाती है और ४-3 जब धतू4॑ और ४<- 


है । थ ज्ञात कीजिए जब ४७४5-22 और ५--4 है। 


« 9, अ--४ के अलुक्रमानुपाती है और ५-०३ जब ४-9 और 25८52 है । 


2 ज्ञात कीजिए जब 5--१4 और ५८-८७ है। 


» ध, ए--9 के व्युसत्कमानुपाती है और ७-5 जब ७४-5]] और ४5-१9 


है। छत ज्ञात कीजिए जब छ--2 और 9-४7 है। 
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45.2 चक्रवुद्धि ब्याज 
चक्रवुद्धि ब्याज की संकल्पना को समझने के लिए हम पहले साधारण ब्याज 
का एक उदाहरण लेते हैं। आइए मान लें कि 500 रु० की राशि 2 वर्ष के लिए 
5%, साधारण ब्याज पर उधार ली जाती है । इस राशि पर ब्याज क्‍या होगा ? 
हम जानते हैं कि 
साधारण ब्याज [ल्‍"5७9 ॥ 
जहाँ 9 मूलधन, 7 ब्याज की. वार्षिक दर और ६ वर्षों की संख्या है। इस प्रकार, 


5 
ब्याज :-८ ब्ब् 2 रू० 
साधारण ब्याज 5500 »८ 60 >2र 


स्तऊ50 ० 
यह 500 रु० पर 2 वर्षों का साधारण ब्याज है । 
यदि हम प्रत्येक वर्ष का साधारण ब्याज अलग अलग ज्ञात करें, तो हमें 
निम्न प्राप्त होता है : 
पहले वर्ष के अंत में साधारण ब्याज 
; के 5 
ह 53500 ५ 66” ] रू 
#+25 रु० 
इसी प्रकार, दूसरे वर्ष के अंत में साधारण ब्याज 
से हि 
कमल 500 >८ 68 हर ॥ श्‌ 9 
(2 25 रू० 


इस प्रकार, दोनों वर्षों का कुल साधारण ब्याज 50 रु० होगा | 

स्पष्ट है कि दोनों वर्षों में मूलधन समान अर्थात्‌ 500 रु० रहा । अब 
उस स्थिति पर विचार कीजिए जब पहले बर्ष के अंत में साधारण ब्याज को 
मूलधन में जोड़ दिया जाए। यह पहले वर्ष के अंत में सिश्रषन (शा0फ्रा) 
होगा । इस उदाहरण में पहले वर्ष के अंत में मिश्रधन 500 रु०--25 रू० 
525 ₹० होगा-। 


दैनिक जीवन में गणित ३307 


यदि हम इस राशि को दूसरे वर्ष के लिए मूलधन मानें, तो हमें निम्न प्राप्त 
होगा : - 
दूसरे वर्ष के अंत में साधारण ब्याज 
5 
525 [66 >[₹ू० 
20.25 रु० 
यदि हम दोनों वर्षों के साधारण ब्याज को जोड़ें तो हमें 500 ४० पर जो 
ब्याज प्राप्त होगा उसे हम 500 रु० पर दो वर्षों का चक्रवुद्धि ब्याज (९0॥- 
ए०पाएं श/ं।'४४) कहेंगे। इस प्रकार 25 ₹०+26.25 ह०२5७],2० रु० 
500 रू पर दो वर्ष का चक्रवद्धि ब्याज है। वैकल्पिक रूप से, दूसरे वर्ष के अंत 
में मिश्रध्नन ज्ञात करके उसमें से प्रारम्भिक मूलधन 500 ₹० घटाकर भी चक्र- 


वृद्धि व्याज ज्ञात किया जा सकता है । इस प्रकार, (525 र--26.25 रू०) 
--5300 रू० 5६5 |, 25 रू० । 


ध्यान दीजिए कि 500 रू० पर 2 वर्ष का साधारण ब्याज 50 रण था 
जबकि चन्रव द्धि ब्याज 5].25 रु० है। यह अंतर इस कारण है, क्योंकि चक्र- 
वृद्धि ब्याज की स्थिति में हमने पहले वर्ष का साधारण ब्याज, 25 ₹० मूलधन 
500 5० में जोड़ा था और दूसरे वर्ष के लिए भूलधन 525 उ० माना था । 

(पाठक को चाहिए कि वह जाँच करे कि चत्रवृद्धि व्याजऔर साधारण 
ब्याज का अंत्तर, .25 र० पहले वर्ष के साधारण ब्याज, 25 रु० पर साधारण 
ब्याज है ।) 

इसी प्रकार की प्रक्रिया किसी दी हुई राशि पर दो से अधिक वर्षों का 
चत्रवुद्धि ब्याज ज्ञात करने में भी प्रयुक्त की जा सकतो है। दूसरे शब्दों में, हम 
हर बार व्याज को मुलघन में जोड़ देते हैं तथा इस प्रकार प्राप्त राशि को अगले 
वर्ष के लिए मूलधन मान लेते हैं। 

अगली कक्षाओं में आप एक दी हुई राशि पर दिए हुए वर्षों के लिए चक्त- 

वृद्धि व्याज ज्ञात करने का एक सत्र सीखेंगे । 

ध्यान दीजिए कि उपरोक्‍त उदाहरण में ब्याज वाषिक आधार पर परिक- 
लित किया गया था। इसके लिए कभी-कभी यह कहा जाता है कि ब्याज प्रति वर्ष 
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संयोजित (ए०चाए०प्रातें:त भाक्षा 9 )किया जाता है | परन्तु यह्‌ आवश्यक नहीं 
कि ब्याज सदा प्रति वर्ष संयोजित किया जाए। यह भी हो सकता है कि ब्याज वर्ष 
में दो बार अर्थात्‌ प्रत्येक छः मास के पश्चात संयोजित किया जाए जैसा कि प्राय: 
बैंकों में होता है। इसके लिए यह कहा जाता है कि ब्याज प्रति छम्ताई संयोजित 
(८०आाए०॥आाह९ते ॥क्वा-?धय्यर) होता है। इसी प्रकार, यदि ब्याज वर्ष में चार 
बार अर्थात्‌ प्रत्येक तीन मास पश्चात संयोजित किया जाता है, तो इसके लिए 
यह कहा जाता है कि ब्याज प्रति तिमाही संयोजित(०0॥ए०णएणा्ेस्त धृषक्षाशतेए) 
होता है। . 

.. समय का वह अंतराल जिसके पश्चात चन्रवृद्धि ब्याज संयोजित किया 
जाता है रुपांतरण अवधि (एजाशशअंजा छश+00) कहलाती है। उपरोक्त 
उदाहरण में रूपांतरण अवधि | वर्ष है और रूपांतरण अवधियों की संख्या 2 है, 
क्योंकि राशि 2 वर्ष के लिए उधार ली गई थी । यदि इस उदाहरण में ब्याज 
प्रति छमाही संयोजित किया जाता, तो छः छः मास की इन रूपांतरण अवधियों 
की संख्या चार होती । 

आइए कुछ उदाहरण लें । 


उदाहरण | : 850 रु० पर 2 वर्ष के लिए 4% वाधिक दर पर चक्र- 
बुद्धि ब्याज ज्ञात फोजिए, यदि व्याज प्रति वर्ष संयोजित किया जाता है । 
: हल : क्‍योंकि व्याज प्रति वर्ष संयोजित किया जाता है, अतः एक एक 
बर्ष की रूपांतरण अवधियों को संख्या 2 होगी । इस प्रकार, 
पहली रूपांतरण अवधि के अंत"में व्याज 


++850 9 तह ५८] रू० 
- 'उव हू० 

अत्त:, - मिश्रश्नन >> 850 रु०--34 रू० 
सत्ठिडि्य रु० 
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स्पष्ट है कि यह दूसरी रूपांतरण अवधि के लिए मूलधन होगा । 


अतः, दूसरी रूपांतरण अबधि के अंत में ब्याज 
स्य ह ४ 
884» हु“ * 
3536 
का 
अन्उेठ.36 रु० 
अतः, चक्रवृद्धि ब्याज 
हः्उेव रु35,36 रु० 
509.36 रू० 


उदाहरण 2 : 400 रु० पर ! ता के लिए ]0% वार्षिक दर से चंक्र- 


वृद्धि ब्याज ज्ञात कीजिए, यदि ब्याज प्रति छमाही संयोजित किया जाता है । 

हल : क्योंकि ब्याज प्रति छमाहो संयोजित किया जाता है, अत: छः: छ 
मास की रूपांतरण अवधियों की संख्या 3 होगी । प्रत्येक रूपांतरण अवधि के लिए 
ब्याज की दर-5-(0% )--5% होगी। (क्यों ?) 


अब, पहली रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 
5 
++400 »< 66 रे  रू० 
जूः20 रु० 
अतः, मिंश्रधन -१00 रु० +- 20 रु० 
+-420 ४७० 
दूसरी रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 
व्-420 >< 66 > | ह० 
च्न्ट रू० 
अतः, मिश्रधन--420 रू० +2] रू० 
. + 44] रू० 
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तीसरी रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 
ह के 5 ५ 

स्त44] >€ 665 ! रु 
+-+22.05 रु० 

अतः, चक्रवृद्धि ब्याज"-20 रु०-+-2] रु०+-22.05 र० 
८503.035 रु० 

उदाहरण 3 : [0000 रु० पर 8% वाधिक दर से एक वर्ष का चक्रवृद्धि 

व्याज क्‍या होगा, यदि ब्याज प्रति तिमाही संयोजित किया जाता है ? 
हल : स्पष्ट है कि तीत तीन मास की 4 रूपांतरण अवधियाँ होंगी और 


प्रत्येक रूपांतरण अवधि के लिए ब्याज की दर ३(8% ) --2%, होगी । (क्यों?) 
इस प्रकार, पहली रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 


2 
-+0000 2८ (60 2६! ₹०--200 ₹० 


अतः, मिश्रधन5-0000 रु० +-200 रु० >50200 रू० 
दूसरी रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 


2 
0200 »< ठ6* 


लत्टे0व रू० 
अतः, मिश्रधन +२)0200 र०+-204 २० 
न 0404 रु० 


तीसरी रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 


+- 04043< 6 »८] रू० 
; | म+208,06 रु० 
अतः, मिश्नधन ++ 0404 रू० -208.08 रु० 
+5 ।0602 08 रु० 


देनिक जीवन में गणित 3]! 


चौथी रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 
7) कि 
2.08 १८ 6 &|[ रू 
न+2]2.24 रु० (लगभग) 

अतः चक्रवृद्धि ब्याज 

+5200,00 २० -+204.00 ₹०--208.08 रु०+2]2.24 रु० 

824.32 रु० (लगभग) 

उदाहरण 4 ; 4% वाधिक चक्रवृद्धि ब्याज की दर पर एक राशि एक वर्ष 
के अंत में ।0404 रु० हो जाती है जबकि ब्याज प्रति छमाही संयोजित होता है । 
जमा की गई राशि ज्ञात कीजिए । ह 

हल : आइए ,मान लें कि जमा की गई राशि |00 रु० थी । क्योंकि ब्याज 
प्रति छमाही संयोजित किया जाता है, अतः एक वर्ष में दो रूपांतरण अवधियाँ 

होंगी तथा प्रत्येक रूपांतरण अवधि में ब्याज की दर हे (4% ) 52% होगी । 

अब, पहली रूपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 


-5 00 +८< 6 >>] मरूणच-2 रु० 


मिश्रधन 5 00 २०--2 रु० 
| 02 रु० 
दूसरी रुपांतरण अवधि के अंत में ब्याज 
2 
२5 ।02 »< 66 > | रू० 
ज्+2,04 रु० 
सिश्रधन -- 02 रु० |- 2.04 रु० 
न [04.04 रु० 
अब / यदि मिश्रधन 04.04 रु० है, तो जमा की गई राशि> 00 रु०, 
अतः यदि मिश्रधन | रु० है तो जमा की गई राशि ह 
00 
]04.04 
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न्‍ 


भौर यदि मिश्रधन [0404 ₹७ है, तो जमा की गई राशि 
* 00 
व्रिह्य ५ |0404 ₹० 
ल्‍0000 ₹७ 


प्रशावली 5,5 


, दो वर्ष के अंत में कितनी राशि देय होगी यदि [000 ₹० 5%, वाषिक 
चत्रवृद्धि ब्याज पर उधार लिए जाएँ, और ब्याज प्रति .वर्ष संयोजित 
किया जाता हो ? 


2. 850 ₹० पर 4% वापिक दर पर | वर्ष का चत्रवद्धि ब्याज ज्ञात 
' कीजिए यदि व्याज प्रति छमाही संयोजित किया जाता है । 


3. [800 ० की राशि पर 4९% वाधिक दर से 2 वर्ष के चन्रवृद्धि व्याज 
. और साधारण ब्याज का अंतर ज्ञात कीजिए 


4. मैंने एक भित्त से साधारण ब्याज की 0% वाधषिक दर पर 2 वर्ष के 
लिए 200 ₹० उधार लिए। यदि साधारण ब्याज की भपेक्षा वह 
6% वार्षिक चक्रवद्धि ब्याज लेता, जबकि ब्याज प्रति वर्ष संयोजित 
हो, तो मुझे उसे कितनी रकम अधिक देनी पड़ती ! 
5, रमेश ने 700 ₹० 0% वाधिक चक्रवद्धि ब्याज पर 3 वर्ष के लिए 
उधार दिए, जबकि ब्याज प्रति वर्ष संयोजित किया जाता है। 3 वर्ष 
के पश्चात' उसे कितनी राशि प्राप्त होगी ? 


परिशिष्ट 


कुछ महत्वपूर्ण सूत्र 


[कोष्ठकों में दी गई संख्याएँ पृष्ठ संख्याओं को दर्शाती हैं। सभी अक्षरों के 
सामान्य अथे हैं ।] 


का (93) 
क्र लय [)07॥ *+ (33) 
(07) अूफीकण । (36) 
(9 य्ल्) (37) 
६/३३८३/०७१९ 8:९0 (40) 
(४+५)* 7 +309+3ए१+ ९४ ह (75) 
(%-9५)*७४४--३४४-- 3४४१--५४ । (77) 
(0+9) (४४--?ए७+३४) ४ए४+ (78) 
(--9) (४+7णन ३) ४- (79) 
%-+- (8-0) &- 80 (४--७) (४--9) (82) 
(५+१४+») (४४+-४+४-४2-८४--१७५) 

हा ४3--५१-- 727..." 35प7 (86) 
बृत्त की परिधिर-+2'भ' ४ .. (222) 
चाफ की लम्बाई-- 6 (222) 
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व्विभुज का क्षेत्रफल 5 ९/झ5--७) ($--9) (5-०) 

बत्त का क्षेत्रफल स्व 

घनाभ का आयतन+-->< 9 >] 

घन का आयतन ८ 

चनाभ का पृष्ठीय क्षेत्रेफल >-2(/2८ 9-+- 9 ८-+- 2< /) 
घन का पृष्ठोय क्षेत्तफल -२64* 

बेलन का आयतन >ल्‍थ ता 

बेलन का वक्र पृष्ठ ->2सा] 

बेलन का सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल --2म (7+-]) 


शंकु का आयतन ब्लड शी 


अंक का वक्र पृष्ठ-- रू 
अंक का सम्पूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल >त्य (7--7) 
योले का आयतन ल्न्कु ह्य 


गोले का पृष्ठीय क्षेत्रफल--4लर 


परिशिष्ट ॥ 
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हाँ (॥) नहीं (॥) नहीं (६४) हाँ (५) हां (४) नहीं (५॥) नहीं (७४४) हाँ 
(5) नहीं 
2. ($) हाँ (॥) हाँ () हाँ (9) हां (॥॥) हाँ 
4. () हाँ (0) हाँ 5. () हाँ (ग) हाँ. 6. (0) हाँ) हाँ. + () हाँ 
(0) हां (8) हाँ. $ (0) हाँ (9) हाँ (॥) हाँ 9 8 गे), छ8ट८ए9, ' 
' (/#--785,/ 8-5 / 8, /8--./9 औौर /९+--/7 
00, (, (#) और (४) 7४ हाँ 


प्रदनावली 9.2 


हा 2. हाँ () हाँ (8) हाँ (॥) हाँ (५) हाँ 
4. () हाँ (॥) हाँ (॥) 
5. हों. 6.0)हाँ हाँ. हा) हाँ. (शेहाँ 
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प्रशनावली 9.3 


व. () हाँ (॥) हाँ ह) है ५) हाँ (७) नहीं (श) हाँ. 2. () हां (॥) हाँ 
3. () हाँ () 4. () हाँ (07 हां. 5. (9) हाँ (॥) हाँ' 
6. 98 


0, 778 --2 7. 5 8. 3 


प्रदना|वली -0.] 


]. () जब केन्द्र से इसकी दूरी तिज्या से अधिक है। 
(3) जब केर्द्र से इसकी दूरी त़िज्या के समान है । 
(॥) जब केन्द्र से इसकी दूरी तिज्या से कम है । 

2. (0) जब यह वत्त को दो बिन्दुओं में काटती है । 
() जब यह वृत्त को एक बिन्दु पर काठती है, नहीं 

3. हाँ. 4. हाँ 6७ हाँ | 8. हाँ 


प्रदनावली 0.2 
. (॥) नहीं काटते (0) कादते हैं (0) स्पर्श करते हैं (५) काटते हैं (५) स्पर्श करते हैं 


(४) नहीं कादते (७) संपाती हैं (४४) नहीं काटते (७0) काटते हैं (५) नहीं काटते 
3. हाँ 


अइनावली ॥0.3 


8. () 90 (#] 279,(॥॥) 80 (४) 780. 2. 420, 240 
3, (॥) 28 8; 72 (#) 300, 60: 4. (3) सन सें>्मी०(४) 44 सें०्मी ०(॥) 88 भी» 


उत्तरमासा ; 327 
(९) 5१ कि० मौ० 


35 75 553 
5 (४) हक मी० (7) --- सें० मी० (४) | मो० (५) हा 


28600 





कि०्मी० 7. () -- सें०्मी० (॥) -.. सेंग्मी० (भा) 50204 


(र) |? सेंब्मी० (२) | सेंग्मी० (श) <> सें्मी० 


प्रश्तशावली [.] 


() 6.8] वर्ग सें० मी० (7) 43.56 वर्ग सें०> मी०_, 

/ () 5.5 सेंग्मी० () 6.4 मो० 3. (।) 22.6875 वर्ग मौ० 

() 2] वर्ग मी० 4- 0) 40 सेंग्मी० (॥) 28 भमी० 5. 30 मीद्िक टन 
4000 ममी०, >00 मोन्, 7 ($) 2477 बरग सें०मी० (07227 वर्ग मी० 

27 40 

8. () 5.25 वर्ग सें०्मी० (7) ]72.22835 वर्ग सें०्मी० (॥) 49.02 बर्ग मो० 
(२) 3458 वर्ग मि० मी० 9. () 27 वर्ग सें० मौ० (7) 32 वर्ग सें० मी ० 

0., 49 वर्ग सें०मी ० 2 'सेंग्मीण 72, 280.80 २० 


प्रश्नावली 4.2 


- [] 6९/6 वर्ग सें० मी० (7) 24/5 वर्ग सें० मी० (॥) ॥2.2346 वर्ग मी० 
 (२) 973.256 वर्ग मि०मी० 2. 6]] वर्ग मो० 


(484-54/9-+-24%/7) वर्ग मौ० 4 (४५५ + “723 वर्ग सें० मी» 


5. 24.5 वर्ग सें०मी० 6. 500 वर्ग मो० 7. प्र //3वर्ग सें०मी० 8. 4050 वर्ग मी० 
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प्रश्नावलोी .3 


. (7) 38.5 वर्ग सें० मी० (॥) 55.44 वर्ग सें० मी० (व) 86.34 वर्ग सें० मी० 
>. 9:4 3. वृत्त 4. तिज्याएँ--7 सें० मी० और 7.5 सें० मी०, 
क्षेत्रफल--- 54 वर्ग सें० मी० ओर 96:2,5 वर्ग सें० मी० 


प्रश्तावली 2.] 


3. (7) 68996800 घन मि० मी, [0289420 वर्ग मि० मी० (॥) 960 घन 
सें० मीं०, 592 वर्ग सें० मी० (॥) 760.22 घन सें० मी०, 909.66 वर्ग सें० 
मी० ((४) 445.295 घन मी०, 462.54 वर्ग मी० (५) 5040000 घन सें० मी०, 
268600 वर्ग सें० मी० 


2. () 27 घन सें० मी०, 27 बे सें० मी० () 953.]25 घन सें० मी०, 
ह 2 


937.50 वर्ग सें० मो० (॥) 7576000 घन सें० सी०, 405600 वर्ग सें० मी० 
(४) 5088448 घन सें० मी०, [77504 बर्ग सें० मी० 

3. 3030[ घन सें० मो०, 206 वर्ग सें० मी ० 

4. () भायतन आठ गुना हो जाता है, पृष्ठीय क्षेत्रफल चार गुना हो जाता हैं. 


(॥) आयतन _ गुना हो जाता है, पृष्ठीय क्षेत्रफल -- गुना हो जाता है 


5. 7488 ग्रा० 6. 80 सेंग्मी० 7. [456 वगगें सेंग्मी०. 8. 650 वर्ग मी० 
9. 62,325 वर्ग मी० 0. 8 सें० मौ०, 6 सें० मं ०, 24 सें०्मी० 


प्रश्नतावली 2.2 


3. ()) 59489 धन सें० मी०, [772] 
40 5 


539 
_ 5 घन मी वर्ग मी०, - वर्ग मी 
(४) 766 ठ5 मूठ. 


(+0) 2236080 घन मि० सी०, 58080 वर्ग मि०मी०, 95348 वर्ग मि०मी० 
2. (7) 232000 घन मि० मो०, 70400 वर्ग सि० मी० । 

(४) 67 घन सें० सी०, 924 वर्ग सें० मी० 

(7) ]7248 घन मी०, 5544 वर्ग मी० 
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वर्ग सें० मी० वर्ग सें७ मी० 
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थ 5 
3. (॥) 5 0048 घन से० मी०, 392,24 बर्ग से० मी७ 


(४) कमम्म घन मी ०, 745.36 वर्ग मी ० 


(४) “2/2 घन मो०, 66 वर्ग मी० 4. 204.] वर्ग सें०मी ० 
कं कट 


5. अनुपात । : 6 6. 288 # घन सें०मी० 7. 4840 वर्ग सें० भी० 


३. 23068672000000 (4 कि० मी०, 3004480000 (के किल्मी० 
24 7 
9. ]0 मी० ]0. 37.08 घन मी ०, 47.] वर्ग मीछ व8. 333]: | 


2. () 8 गुना हो जाता है, 4 गुना हो जाता है 
() -- गुना दे जाता है गुना हो जाता है 


84, 249.48 वर्ग सें० मी० 25., 204.] वर्ग मी०, 3]4 घन भी ०, 
. 6, 4.2 सें० मी० 


प्रश्चावली 83. , 
2. () 33 (0) 82 (09) हां 3. () 56 सेंण्मी० (४) 28 सें० मी० 
(8) ॥॥ (४४) 42 सेंग्मी" (४)7 4. (7) 7 वाँ दिन, पहला दिन 


(0) 0.0 (मरा) 25.25"0 5. (॥) .2 मिण्मी० 6. 5 7. 4.] किन्‍्ग्रा० 
कम होगा . $. (॥) 27 मिनट (॥) 7 विद्यार्थी (तर) 26 मिनट 


प्रदनावली 44.] 


3. (8) 65--70..... 5. (४) 50---60 


गणित 
प्रश्नावली 5.] 


]. 25 प्रतिशत 2. 89 ०. 3. 60 ३० प्रति कम्ब्सा 4. 400 ₹०, 20 २० 
$. 23000 ३० 6. 25 प्रतिशत 7. 20 प्रतिशत' 8. 25 ३० हानि 9. 25 प्रतिशत 
0. 840 ₹ु० | 


प्रइनावलों 5.2 
]. 0 वर्ष 2. 5000 ₹० 3. 720 २०. 4. 4 प्रतिशत 5. (/) 48 १० 
(४) 000 ३० (॥) 4.5 अतिशत (४) (>- बर्ष (५) ।2000 रु० 


6. 480 रु 7. 5 प्रतिशत 8. 780 छ० 9. 700 २० प्रत्येक 
0 20 वर्ष ]]. 87,50 २०, 88!.25 २३० 


प्रश्नावली 5,3 


). 45 दिन 2, 9 दिन 3. 2 दिन. 4. 4 दिन $, 6 दिन ' 
6. है किग्मी० / पंटी.. 7. 65 किण्मी०/ घंटा; 8,24 प्रातः 8. 4.0 श्रात: 
9. 2 मज़दर ]0. 45 दिन ]. 4 घंटा 20 मिनट । 


प्रश्नावली 5.4 
अमर न ४... 7 
). (] 4) -> . 2 () दर) पु ह् । 
प्रश्नावली !5.5 


3, 02,50 २० 2, 34.44 २० 3. 2.88 २० 4, 4.32 रु७ 
$, 93].70 ४६० ध्ः 


पारिभाधिक शब्बावली 


अंकंगणितीय मार्ध्य 
अंत: केन्द्र 

अंततः कोण 

अंत: खंड 

अंत: त्िज्या 

अक्ष 

अंतर्गत 


अनियमित ऋणजुरेखीय आकृति . 


भनुक्रमानपात 

अनुपात 

अभ्यंतर 

अधवृत्त 

अवर्गक्षित बारंबारता बंटन 

अवयवब 

भंप्तमान 

आँकड़े 

अकिड़ों का वर्गीकरण 
आकार 

 बाकुति 

भाधार 

आनुपातिक स्थिरांक 

भायत 

आयत्तन 

भआायतचित्त 

आलेख 

आलेखीय निहूपण 


॥7॥776[6 गट्धा 


॥7000॥6 
लात गाड्६ 
॥रं#0९७( 
80007 


_ब38 


॥5९7080 

प्राह्ट्णेक्ष 76ल॥गवश' ग806 
हां7ह्ट। ए॥7४0॥ 

20 

6707 

ध्शाांएा 026 

णधाएाए फुट ॥6प७८९॥०४ त870॥070 
दोंडा।ट0। 

प्राध्धुएकव। 

088 

ह00%9॥08 67 (484 

8॥8|92 

गह्रुएा'ह 

श्र ' 

एकाड़ातव! 67 छा0(070॥489 
ह09ाह|८ 

एणाप प्रा 

ांडा09997 

ड्ाश00 

शिव उशआलइ्ला।निीणा 


इकाई/एकक/मालेक 
इकाई की विधि 
उपपत्ति 

उपरि वर्ग सीमा 
उभयनिष्द जीवा 
, उभयनि८८ स्पर्श रेखा 
ऊँचाई 
ऋजुरेख्रीय 
एकांतर कोण 
औसत 

कर्ण 

काम 

किनारा 

केन्द्र 

केरद्र रेखा 
केन्द्रीय कोण 
कोण 

क्रय मूल्य 
क्षेत्रफल 

गशित 

गोला 

घन 

घनाभ 

चक्रवृद्धि व्याज 
चतुर्भुज 

साप 

चाप का डिग्री माप 
चित्रालेख 

चिह्न 

चौड़ाई 

छेदक 


गणित 


पाया 

पाए ग्राश000 
700 

प्र0फएुला 20885 0007वक्ष- ४ 
एणाफ्राएगर छ00 
ए०0०पग्राए0ता क्षाएशा 
गश्ंशा, 

7९९07887 
&60048/8 &2[65 
28९७/४९० 
990[00586 
|४07९ 

९02८ 

(2 :)0 हथ 

]496 06 ९७723 
0८7(2] ध86 


.28]6 


९06६ [906 
2708 
॥0806778[05 
8[)0676 

०॥ 4५ ८ 

0०0०9०040 


००770 पराव ४7८४६ 


ब्रपबवाव]धाशद्धा 

बाएं 

(6876९ प्रा४४076 07 & ध70 
एाएण्शाबए7 

अंश/859790 

97680 

इश0वा 


जीवा 
ठोस 
डिग्री साप 
तदनुरूपी/संगत 
तापंमान 
द्विभुज 
तिभुजन की विधि 
त्रिज्यखंड 
व्िज्या 
तिर्गयक ऊँचाई 
तियंक रेखा 
दक्षिणाबर्त 
दण्ड आलेख 
दण्ड चार्ट 
दर 

दीर्ष चाप 
दूरी 
निम्न वर्ग सीमा 
निरूपण 
न्यून कोण 
पाश्बीय पृष्ठ. , 
परिधि 
परिमाण 
परिमाप 
परिवृत्त 
परिक्षिष्ट 
परिसर 
पर्यवेक्षण/प्रेक्षण 
प्रतिच्छेदन 
प्रतिच्छेद बिंदु. 
प्रंति छमाही संयोगित 
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लाण6 

छ्णांद 

62766 7685$प76 
0०077९57०॥4ााए 
शाफुधाशापा८ 
ंग्राह० 
(एक्षाहपॉणा 772॥00 
8९007 

॥80[708 

$]8&70 ॥८8॥[ 
प्रक्षाइशला$इगों 
(]०९८छ]३९ 

छ७४ शा 

एछशा' लाबा। 

पा 

7008] 07 370९ 
(॥$08॥06 

॥07४6/ 2855 90 07449 
76एा25शा।शि07 
480प76 द्वा।286 
[8८८७] 5प्रा।8९6 
टलाटप्राटि'शाए6 
प्राथष7प्र4९ 
एथाआगहादाः 
ढंडकाधराए]० 
#फ़ागाता: 
72९ 

०० ७ “१ 4/९) || 
ग्रा।67क्‍5९९०॥07॥: 


एणंग्री. ण (082०० 
€07०फ्रातचत इटायां-ब्ागा। 49 
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प्रति तिमाही संयोजित 
प्रत्ति वर्ष संयोजित 
प्रतिशत 
पृष्ठीय क्षेत्रफल 
फलक 

' फोल्ड विधि 
बरावर/समान 
ब्याज . 
बहिर्भाग 
बहुभुज 
बहुलक 
वहुलक वर्ग 
बारंबारत्ता 
बारंबारता बंठन 
बारंबारता सारणी 
बाह्य कोण 
बिदु 
घिनन्‍न 
भुजा 
मध्य-बिद्ृ 
माध्य 
भाध्यक/माध्यिका 
मसापन 
मिलान चिन्ह 
मिश्रधन 
मूलधघन 
यथा प्राप्त आंकड़े 
यम 
रचना 
रूपांतरण अवधि 
रेखा 


गणित 


००ए०णणावढत तरुाश]।५ 
००7ए०फ्रा5वट06 व्रद्माग्रभञा+ 
फुशा, एशां, 

डपायिएट द्ाठ्व 

4808 

गशत गाला00 
ल्युणयों 

[07(8९5( 

०567707 

ए0०ए६०7 

पर060 

70ठद्वो। 285५ 
फ्ट्यूपशाए५ 
476पप४709 ता$इ0"0०073 
6070९70५ (80]6 
ल्ाला07 बाए< 
एएंपर 

त5"0 

$808 

ग्रांत-0॥7 

ग़श्शा 

गाध्वांचा 

ग्रह पाआ82॥| 
9 गाद्ा!९5 
कार्य 

जापाएं छप्नो 

799 त598 

(थ्थाः 

00०75 02607 
एणाएट्ाडातठा फढातवें 
कराए 


रे 


रेखाखंड 
रेडियन 
लघु चाप 
सम्ध 
लम्ब बुत्तीय बेलन 
लम्ब वृत्तीय शंकु 
' लम्ब समद्विभाजक 
सम्बाई 

लाभ 

मकर पृष्ठ 

बे 

वर्ग अंतराल 
वर्ग साइज़ 
वर्गीकृत बारंबारता बंहत 
कृ्त्त 

वृत्त-खंड 

बसीय प्रणाली 
ब्यास 
ब्युस्कमानुपात 
वामावते 
विक्रय मूल्य 
बिकर्ण 
विज्ञोम 

शीर्ष कोण 
शीर्षलम्ब 
संकल्पता 

संगत कोण 
संग्रह 

बंगामी 
संपाती 

भंपूरक 


7" इाक्रांशाशाधाए |. #0.- 


पारिभाषिक शब्दावली 329 


[ञार-$8१ग्राशा(६ 

॥श्पीदा) 

फ्रागरणा' &0 

एथफएथाताएपोॉवा' 
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